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ba.edu.boEn matem�ati
as, a menudo, las verdades m�as \obvias" o simples de enun
iar resultanser al mismo tiempo las m�as dif��
iles de demostrar. De he
ho en esta dis
iplina tambi�ense apli
a el prin
ipio de que \defamiliarizar lo familiar" es aquello que produ
e mayoresavan
es. Probablemente uno de los avan
es m�as signi�
ativos de las matem�ati
as |ytambi�en de las 
ien
ias| en el siglo die
inueve haya sido la formaliza
i�on del 
�al
uloin�nitesimal, lograda por el a
ad�emi
o fran
�es Auguste Cau
hy. De he
ho a partir de su
�elebre Cours d'Analyse, el 
�al
ulo inventado por Newton y Leibniz en el siglo die
io
ho,vino a re
ibir la denomina
i�on m�as usual de hoy en d��a que es la de \an�alisis". En laa
ep
i�on 
ontempor�anea, el t�ermino an�alisis (an�alisis matem�ati
o se entiende) involu
raun mayor grado de rigurosidad que 
�al
ulo, entendi�endose que lo �ultimo se re�ere sobretodo a las t�e
ni
as de deriva
i�on e integra
i�on, mientras que lo primero tiene que ver,adem�as, 
on las herramientas 
on
eptuales y la justi�
a
i�on l�ogi
a de di
has t�e
ni
as.El 
�al
ulo in�nitesimal es una de las ramas de las matem�ati
as que, apenas he
hasu apari
i�on, dio m�as pie a la espe
ula
i�on �los�o�
a, y es asimismo el tema que diom�as quebraderos de 
abeza a los propios matem�ati
os, empe~nados en defenderlo delataque de algunos �l�osofos, en parti
ular el obispo Berkeley1. Esto motiv�o la b�usqueda1Berkeley, en su obra El analista: o un dis
urso dirigido a un matem�ati
o in�el [The Analyst: aDis
ourse addressed to an In�del Mathemati
ian℄, intent�o examinar si es que el \an�alisis moderno" eram�as evidente que \el misterio religioso y los puntos de la f�e". Seg�un Berkeley las magnitudes utilizadasen el 
�al
ulo, los \in�nitesimales", o \
uxiones", 
omo eran llamados por Newton eran tan et�ereos
omo los fantasmas y otros ideales.>Y qu�e son estas 
uxiones? Las velo
idades de 
antidades que se desvane
en. >Y qu�eson esas mismas 
antidades? No son ni 
antidades �nitas, ni 
antidades in�nitamentepeque~nas, ni nada de nada. >No podr��amos llamarles los fantasmas de 
antidades quehan falle
ido?.[And what are there 
uxions? The velo
ities of evanes
ente in
rements. And whatare these same evanes
ent in
rements? They are neither �nite quantities, nor quantitiesin�nitely small, nor yet nothing. May we not 
all them ghosts of departed quantities?℄ [1℄.A
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124 � Mauri
io Navia: El Teorema del Valor Intermedio y la Completitud de los Realesde una fundamenta
i�on m�as rigurosa del 
on
epto de la derivada. Sin embargo, 
omo el
�al
ulo devino en una herramienta poderosa para 
omprender un espe
tro muy diversode fen�omenos f��si
os y naturales, no exist��a un a
i
ate pr�a
ti
o demasiado a
u
iantepara 
onstruir un 
�al
ulo in�nitesimal rigurosamente l�ogi
o. El siglo XVIII, y parte delXIX, 
onstituye el per��odo m�as 
ore
iente de la uni�on entre f��si
a y matem�ati
as. Lamatem�ati
a no se 
on
eb��a a�un 
omo enteramente separada de las 
ien
ias naturales. Eldesgaje vino de modo paulatino, y no puede de
irse que fue 
ompleto hasta prin
ipiosdel siglo XX.Como se sabe, para de�nir una derivada ha
e falta de�nir el l��mite de una fun
i�on, esde
ir, 
uando la variable independiente x \tiende a" un valor �jo dado, 
�omo se 
ompor-ta su imagen, f(x), o di
ho de otra manera, 
uando x est�a \pr�oximo" (arbitrariamentepr�oximo) a un valor real 
, a qu�e valor se aproxima f(x). Cualquier estudiante est�adispuesto a admitir que si, por ejemplo, x! 9, x2 ! 3, o bien, que si x! 0; 1=x tiendea \in�nito". Pero, realmente >qu�e se quiere de
ir 
on estas palabras, m�as all�a del 
on-tenido intuitivo que las ha
e tan f�a
ilmente a
eptables? En verdad, ha
e falta desglosary ha
er expl��
ito aquello que se da por sentado para a
er
arse a una formaliza
i�on del
ono
imiento. Para empezar, la de�ni
i�on habitual de limite es la siguiente:limx!
 f(x) = A (1)signi�
a que 8 � > 0 9 Æ > 0 :3: j x� 
 j< Æ ) j f(x)�A j< � (2)Es de
ir, dado 
ualquier valor real positivo e (no importa 
u�an peque~no) x puede apro-ximarse lo su�
iente al valor real 
, de modo que f(x) est�e a una distan
ia menor de Aque �. Pero en el 
aso de la fun
i�on 1=x, esta de�ni
i�on de l��mite no puede apli
arse. Elsigni�
ado de que su l��mite, 
uando x! 0, es \in�nito" est�a mejor expresado |en unaprimera aproxima
i�on| en que para 
ualquier n�umero real positivo, M (no importa
u�an grande) siempre nos ser�a posible en
ontrar un valor positivo x tal que 1=x seamayor que M , y de la misma manera, un valor negativo x tal que 1=x sea menor a �M .Di
ho de modo sint�eti
o: 8M > 0 9 x > 0 :3: 1x > M (3)8M > 0 9 x < 0 :3: 1x < �M (4)En verdad esto no est�a muy alejado de la formula
i�on intuitiva de que \
uanto m�as pe-que~no sea x, j1=xj ser�a 
orrespondientemente m�as grande". Cau
hy ini
i�o y populariz�oel enfoque de \deltas y epsilones" en el 
�al
ulo. De este modo el 
on
epto de lo in�ni-tesimal perdi�o mu
ho de su aura de misterio. Leibniz 
re��a en la existen
ia metaf��si
ade los in�nitesimales, y de he
ho sus �exitos 
on la nota
i�on fra

ionaria dx=dy pare
��andarle algo de raz�on. M�as a�un, en los 
ursos de 
�al
ulo, de e
ua
iones diferen
iales yde f��si
a, es todav��a 
om�un apelar al re
urso de que \un diferen
ial, df , es una 
anti-dad ��n�ma que tiende a 
ero y que, sin embargo, 
ontribuye al integr�arsela sobre undominio a en
ontrar un valor `ma
ro', real". Po
os libros de los que he visto 
ontienenuna expli
a
i�on 
ompleta de por qu�e el m�etodo de separa
i�on de variables fun
iona en
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ias � 125la mayor��a de los 
asos. Por ejemplo en uno de ellos di
e lo siguiente: \si es posiblees
ribir una e
ua
i�on [diferen
ial℄ en la formaf(x)dy + g(x)dx = 0 (5)enton
es la solu
i�on general esZ f(y)dy + Z g(x)dx = C 00 (6)El men
ionado texto no di
e nada sobre si existen algunas 
ondi
iones donde esto eso no 
ierto, y mu
ho menos intenta dar una justi�
a
i�on del m�etodo; no men
iona nisiquiera el teorema que permite 
ambiar de variables en la integra
i�on 
omo un esbozode justi�
a
i�on. Se manejan los diferen
iales 
omo si fueran t�erminos de fra

iones, 
onlo 
ual se sigue in
ons
ientemente rindiendo homenaje a las ideas ya superadas, en esterespe
to, de Leibniz.Pero una vez trans
endida esta etapa y desmiti�
ado el 
on
epto de \lo in�nitamentepeque~no" queda uno de fondo en el an�alisis, que es el de \
ontinuidad". >Por qu�ede
imos que 
ualquier sub
onjunto �nito de los enteros {o de los ra
ionales{ es dis
reto,mientras que el intervalo [0,1℄ es \
ontinuo"? La respuesta, por una parte, se en
uentraen la diferen
ia entre un 
onjunto �nito y otro in�nito y en la diferen
ia existenteentre el \grado de in�nitud", por as�� de
irlo, de los n�umeros ra
ionales y el grado dein�nitud de los n�umeros irra
ionales y reales. Gra
ias a Cantor se pudo estable
er queel 
onjunto de los ra
ionales es \m�as peque~no" que el 
onjunto de los irra
ionales, pese aser ambos 
onjuntos in�nitos. Sin embargo, a un nivel a�un m�as fundamental y 
er
ano anuestro tema {la formaliza
i�on del 
�al
ulo{, la respuesta a nuestra pregunta est�a ligadaal 
on
epto de 
ompletitud, plenamente estable
ido por Ri
hard Dedekind, pero 
uyosatisbos ya est�an presentes en el trabajo de Bernard Bolzano2. Esta 
ontribu
i�on pioneraes pre
isamente la materia de este art��
ulo. Pero antes de entrar de lleno en esto, veamos
omo Cau
hy present�o una prueba falaz de un teorema en aparien
ia simple (el del valorintermedio), por no tomar en 
uenta la ne
esidad de un axioma de 
ompletitud. Lotradu
imos 
asi literalmente.El teorema del valor intermedio seg�un Cau
hyTeorema 1 Sea f(x) una fun
i�on de la variable x, que es 
ontinua 
on respe
to a estavariable entre los l��mites x = x0; x = X. Si las dos 
antidades f(x0); f(X) son designo opuesto, se podr�a satisfa
er la e
ua
i�onf(x) = 0 (7)2Se trata de Rein analytis
her Beweis des Lehrsatzes, dass zwis
hen je swey Werthen, die einentgegengesetzes Resultat gew�ahren, wenigstens eine relle Wurzel der Glei
hung liege (Prague 1817).Como se ve, un t��tulo digno de una pel��
ula 
hina de Kung-Fu. Y no s�olo esto, el 
ontenido est�adensamente argumentado; b�asi
amente en este art��
ulo presentamos una \tradu

i�on" del lenguajeentre matem�ati
o y �los�o�
o de Bolzano a una versi�on m�as moderna y 
ompa
ta. En 
uanto a latradu

i�on misma del art��
ulo desafortunadamente tenemos que re
urrir a la primera versi�on inglesadel historiador brit�ani
o Russ, debido a nuestro des
ono
imiento de la lengua alemana [2℄.
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io Navia: El Teorema del Valor Intermedio y la Completitud de los Realespara uno o varios valores de x 
omprendidos entre x0 y X.Demostra
i�on.- Sea x0 la m�as peque~na de ambas 
antidades x0; X. Sea h = X � x0;y des��gnese 
on m 
ualquier entero mayor que uno. Como tanto f(x0) 
omo f(X) sonde signo opuesto, uno es positivo, y el otro es negativo; si se forma el 
onjunto:f(x0); f(x0 + h=m); f(x0 + 2h=m); :::; f(X � h=m); f(X); (8)y si, en este 
onjunto, se 
ompara su
esivamente el primer t�ermino 
on el segundo,el segundo 
on el ter
ero, el ter
ero 
on el 
uarto, et
., ne
esariamente se 
on
luir�apor en
ontrar una o varias ve
es dos t�erminos 
onse
utivos que sean de signo opuesto.Sean f(x1); f(X 0) dos t�erminos de este tipo, siendo x1 el m�as peque~no. Evidentementetenemos x0 < x1 < X 0 < X (9)y X 0 � x1 = h=m = (1=m)(X � x0): (10)Habiendo determinado x1 y X 0 del modo antedi
ho, se podr�a de forma similar en
ontrardos valores nuevos entre estos, x2; X 00 que reemplazados en f(x) den resultados del signoopuesto, y que veri�
ar�an las 
ondi
ionesx1 < x2 < X 00 < X 0 (11)donde X 00 � x2 = (1=m)(X 0 � x1) = (1=m2)(X � x0) (12)Siguiendo de esta manera, podemos obtener:1. Una serie de valores 
re
ientes de x,x0; x1; x2; x3; ::::; (13)2. Una serie de valores de
re
ientesX;X 0; X 00; ::::; (14)de modo que los produ
tos1� (X � x0); (1=m)� (X � x0); (1=m2)� (X � x0); :::; (15)estar�an 
er
a del 
ero por una 
antidad tan peque~na 
omo se desee. Se debe 
on
luirque los t�erminos generados por las series 13 y 14 
onvergen ha
ia un l��mite 
om�un.Sea a este l��mite. Dado que la fun
i�on f(x) es 
ontinua desde x = x0 hasta x = X, lost�erminos generados por las seriesf(x0); f(x1); f(x2); :::f(X); f(X 0); f(X 00); :::
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ias � 127tambi�en 
onverger�an ha
ia el l��mite 
om�un f(a); y, dado que mientras se aproximen aeste l��mite seguir�an siendo de signos opuestos, est�a 
laro que la 
antidad f(a), siendone
esariamente �nita, no puede ser distinta de 
ero. En 
onse
uen
ia la e
ua
i�onf(x) = 0 (16)ser�a veri�
ada, y tendr�a 
omo ra��z x = a.Comentario.- Aqu�� vemos que Cau
hy primero 
rea un intervalo anidado, o di
hode otro modo, dos su
esiones mutuamente a
otadas. Su primera aser
i�on a
er
a dela 
onvergen
ia de estas su
esiones ha
ia un l��mite 
om�un, 
on la sola justi�
a
i�on deque el l��mite de su diferen
ia tiende a 
ero, ya es un salto que asume que las su
esionesmon�otonas y a
otadas son 
onvergentes. Sin embargo, 
omo puede veri�
arse sin mu
hadi�
ultad, esto es una 
onse
uen
ia de la 
ompletitud de los n�umeros reales. Y la pruebaqueda 
ompleta si se sabe que la su
esi�on de valores de una fun
i�on sobre un su
esi�on
onvergente debe 
onverger ha
ia el l��mite de la su
esi�on original. Es de
ir que si ntiende a 1, enton
es f(xn)! f(x) (17)
uando xn ! x (18)Esto es una 
onse
uen
ia inmediata de la 
ontinuidad de una fun
i�on, siempre quetengamos una ade
uada de�ni
i�on de 
ontinuidad y una idea 
lara de qu�e signi�
a
onvergen
ia. Cau
hy en su obra 
umple 
on estas 
ondi
iones. Sin embargo, el teoremadel valor intermedio en s��, no resulta ser de gran importan
ia para su 
onstru

i�on delan�alisis, y por el 
ontrario est�a en un lugar marginal. A Cau
hy le interesaba de �el sologarantizar la existen
ia de ra��
es para fun
iones 
ontinuas sobre alg�un intervalo.Bolzano y el teorema del valor intermedioEn 
ambio, el 
aso de Bolzano es distinto. El llega a una 
on
ien
ia m�as 
lara de la ne-
esidad de fundamentar una prueba del valor intermedio por medio de una proposi
i�on,que resulta ser un axioma equivalente al de 
ompletitud, pese a que Bolzano no tiene
laridad sobre esto, y asume que se trata de un teorema demostrable. El ini
ia su estu-dio \Una prueba puramente anal��ti
a de que entre dos valores 
ualesquieraque den resultados de signo opuesto ya
e al menos una ra��z real de la e
ua-
i�on" [3℄ 
riti
ando varias pruebas intuitivas del teorema del valor intermedio, basadasen argumentos f��si
os (el prin
ipio de que un objeto en movimiento \trans
urre" portodos los puntos intermedios entre el ini
ial y el �nal), o en argumentos geom�etri
os.En efe
to �el di
e:Nadie negar�a que los 
on
eptos de tiempo y movimiento son tan extra~nos alas matem�ati
as generales as�� 
omo lo es el 
on
epto de espa
io.
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io Navia: El Teorema del Valor Intermedio y la Completitud de los RealesUna asevera
i�on bastante fuerte, 
on la 
ual Bolzano nos muestra una voluntad defundamentar las matem�ati
as solo en la l�ogi
a.Pero antes de 
ontinuar ser��a muy �util en este momento in
luir el axioma de 
om-pletitud de Dedekind:Axioma de 
ompletitud.- Sup�ongase que el 
onjunto de los n�umeros reales, R, puedesepararse en dos 
ole

iones, X e Y, disjuntas tales que:1. Tanto X 
omo Y son no-va
��os.2. Si x 2 X e y 2 Y, enton
es x < y.Enton
es existe un real, 
, tal que todos los n�umeros menores a 
 est�an en X, y todos losmayores a 
 est�an en Y. N�otese que 
 puede pertene
er a 
ualquiera de los 
onjuntos,X o Y, dependiendo de 
�omo se los haya de�nido. El par ordenado de 
onjuntos (X,Y)se denomina Corte de Dedekind, y 
 es el n�umero de 
orte.Una 
onse
uen
ia inmediata es que 
 es, o bien el supremo (y adem�as m�aximo) deX o el ��n�mo (y adem�as m��nimo) de Y. La propiedad arquimediana, de que para dosreales positivos, a < b, existe un natural positivo, n, tal que b < na tambi�en sigue delaxioma de 
ompletitud. Pues, si no es as��, enton
es na � b para todo n > 0 . De�nir elpar ordenado (I;D) 
omo:I = fx j x < na para alg�un n 2 NgD = fy j na � y para todo n 2 NgF�a
ilmente se puede 
omprobar que (I;D) es un 
orte de Dedekind. Luego sea 
el n�umero de 
orte. Obs�ervese que na 2 I , para todo n natural, pues na < (n + 1)a.Tambi�en a�rmamos que na � 
, para todo n, pues de otro modo, 
 < na y na 2 D.Pero, seg�un esto, tambi�en tenemos que (n+1)a � 
. Esto impli
a que na � 
�a, paratodo n. Luego 
� a 2 D. Pero 
omo 
� a < 
, 
� a 2 I , 
on lo que hemos llegado auna 
ontradi

i�on.Otra 
onse
uen
ia, y en o
asiones tomada 
omo una formula
i�on alternativa delaxioma de 
ompletitud es el he
ho de que 
onjuntos no-va
��os a
otados por arriba tienenuna 
ota superior m��nima, o lo que se denomina el axioma del supremo. Otros teoremasde mu
ha utilidad 
omo la 
onvergen
ia de se
uen
ias mon�otonas y a
otadas, o lapropiedad de los intervalos anidados tambi�en siguen del axioma de 
ompletitud. Pero loque resulta de inter�es en este momento es re
exionar 
omo pudo llegarse hist�ori
amentea esta piedra angular del an�alisis matem�ati
o. Resulta que el deseo de demostrar unteorema aparentemente ino
uo 
omo es el Teorema del Valor Intermedio fue la fuentede motiva
i�on para Bolzano, y lo que le 
ondujo muy 
er
a del axioma de 
ompletitud.En la se

i�on 15 de su ensayo de 1817 Bolzano estable
e el teorema del valor intermedioas��: Si dos fun
iones de x, f(x) y g(x), var��an seg�un la ley de 
ontinuidad yasea para todos los valores de x o s�olo para aquellos que est�an entre a y b, ysi f(a) < g(a), y f(b) > g(b), enton
es siempre existe un 
ierto valor de xentre a y b para el 
ual f(x) = g(x).
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ias � 129Nota f y g son 
ontinuos en todo R, o al menos en alg�un intervalo entrea y b.Esto tambi�en puede interpretarse del siguiente modo: si f y g son dos fun
ionesreales 
ontinuas en un intervalo, de modo que los valores de la fun
i�on f � g en losextremos sean de signo opuesto. Enton
es existir�a un valor en el intervalo tal que f seanule en di
ho punto. Es de
ir, sea f 
ontinua en [a; b℄ y f(a) < g(a) y f(b) > g(b) )9 
 2 [a; b℄ :3: f(
) = g(
). Este teorema puede tradu
irse al lenguaje ordinario pormedio de un 
uento. Sup�ongase que un monje madruga a diario, sea a las 6 am, parasubir a un monte a meditar, llega all�� a las 11 pm, permane
e all�� toda la no
he, y regresaal amane
er (justo o despu�es de las 6 am) del d��a siguiente, por exa
tamente el mismo
amino. Ahora podemos a�rmar que existe alguna hora del d��a en la 
ual el monje seen
uentra exa
tamente en el mismo punto, si se 
omparan dos d��as 
onse
utivos. Elteorema del valor intermedio nos garantiza esto, no importando 
u�an r�apido o 
u�anlento ande el monje: existe una hora �ja 
orrespondiente a ambos d��as en la 
ual elmonje se halla en el mismo punto, sea de subida o de bajada. Por ejemplo, a las 3pm del viernes y las 3 pm del s�abado, el monje estuvo exa
tamente en el mismo punto.Intuitivamente se puede ver lo plausible de esto si se piensa que el tiempo en este
aso est�a siendo interpretado 
omo 
��
li
o, es de
ir, las 3 pm del d��a viernes y del d��as�abado, representan la \misma" hora. Enton
es, 
uando el monje est�a de bajada en eld��a s�abado, forzosamente ha de en
ontrarse 
on su \sombra", o su alma gemela, que est�ade subida en el d��a anterior (ver Figura 1). Otra formula
i�on menos divertida pero m�asusual es que si f es 
ontinua en alg�un intervalo, tal que los valores de la fun
i�on en losextremos sean de signo 
ontrario, enton
es en alg�un punto el valor de la fun
i�on es iguala 
ero. Y para redondear el asunto, Bolzano propor
iona una formula
i�on, in
orre
taseg�un �el, del 
on
epto de 
ontinuidad, pero que deber��a en realidad ser visto 
omouna 
onse
uen
ia del teorema del valor intermedio.Una fun
i�on 
ontinua es aquella que nun
a al
anza un valor m�as alto sinatravesar primero todos los valores inferiores; i.e. f(x+ n� dx) puedetomar todos los valores entre f(x) y f(x + dx) as�� 
omo uno toma valoresarbitrarios entre 0 y 1. Esto es 
iertamente un aser
i�on verdadera, pero nopuede ser vista 
omo una de�ni
i�on del 
on
epto de 
ontinuidad. En efe
toes un teorema que s�olo puede ser probado asumiendo la proposi
i�on queaqu�� deseaba probarse 
on el teorema [aqu�� se re�ere al teorema del valorintermedio℄.De modo que si bien, intuitivamente, el teorema del valor intermedio resulta serlo mismo que el 
on
epto de 
ontinuidad, esto no 
orresponde al rigor formal que sequiere introdu
ir. Di
ho de otra manera, Bolzano 
riti
a el he
ho de que se tomealgo que debiera ser visto 
omo teorema (el del valor intermedio) 
omo la de�ni
i�on de
ontinuidad. Bolzano da una de�ni
i�on de 
ontinuidad muy similar a la que dio Cau
hy,pero anterior. La \ley" de 
ontinuidad 
itada por Bolzano l��neas arriba apare
e enel prefa
io de su art��
ulo de 1817 y a�rma lo siguiente:
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3pmFigura 1: El monje vive en un tiempo 
��
li
o. (a) Gr�a�
a de posi
i�on vs. tiempo 
on
ebido
omo 
i
lo; (b) proye

i�on de (a) sobre el plano XY .Seg�un una de�ni
i�on 
orre
ta, la expresi�on de que una fun
i�on var��a dea
uerdo a la ley de 
ontinuidad para todos los valores de x dentro o fuerade 
iertos l��mites signi�
a justo esto: si x es alg�un valor tal, la diferen
iaf(x+w)� f(x) puede ha
erse m�as peque~na que 
ualquier 
antidad siempreque se tome un valor de w tan peque~no 
omo se desee.Si 
ambiamos \diferen
ia" por valor absoluto esen
ialmente tendremos la de�ni
i�onde 
ontinuidad usual en los textos a
tuales. Bolzano tambi�en, en su intento de demostrareste teorema del valor intermedio, formula, en la se

i�on 12 del 
itado ensayo, algoque podr��amos en la jerga a
tual denominar axioma de 
ompletitud. Sin embargo,Bolzano intenta demostrar este teorema, 
osa que no es posible sin asumir alg�un otroteorema equivalente a la 
ompletitud. Lo interesante en todo 
aso es 
u�an 
er
a estuvoBolzano de hallar el 
on
epto de 
ompletitud, mu
ho m�as que Cau
hy, pese a que�nalmente no pudo salir de la 
onfusa mara~na en la que estuvo metido. Esto ilustrar��a
omo el 
amino del 
ono
imiento est�a lleno de desv��os y hasta retro
esos, y que muyraramente es una l��nea re
ta, o una autopista expedita.El teorema de Bolzano es el siguiente:Si una propiedadM no pertene
e a todos los valores de una variable x, perosi a todos los valores que sonmenores a un 
ierto u, enton
es hay siempre una
antidad U que es la m�as grande de aquellas de las 
uales puede aseverarseque todos los x poseen la propiedad M .Traduz
amos esto a:Dado un n�umero real u, sea M un sub
onjunto propio y no-va
��o de R, tal que six < u) x 2M, o di
ho de un modo m�as 
ompa
to, (�1; u) �M para alg�un u real.
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ias � 131Luego el 
onjunto M� = fu 2 R j (�1; u) � Mg tiene un elemento m�aximo, U. La�ultima frase se re�ere a la frase textual de Bolzano: \la 
antidad U que es la m�as grandede aquellas de las 
uales puede aseverarse que todos los x poseen la propiedad M ."Podemos mostrar que esto es equivalente al axioma de 
ompletitud de Dedekind.Primero n�otese que el teorema de Bolzano impli
a que M�nfUg es un sub
onjunto deM. Pues, sea U = max M� y sea a 2M�nfUg. Como a 6= U , enton
es a < U . AhoraU 2M y enton
es (�1; U) �M, y 
laramente sigue que a 2M.Ahora veamos 
omo Bolzano impli
a Dedekind. Sea (X;Y) un 
orte de Dedekind.Def��nase un 
onjunto X� 
omo fu 2 R j (�1; u) � Xg. De primaria importan
ia ennuestra prueba es el he
ho de que X � X�. Para ver esto, sea a 2 X. Si elegimos
ualquier n�umero x en (�1; a), enton
es o bien x 2 X o x 2 Y. Sin embargo, x 2 Y,dado que todo elemento de Y es una 
ota superior de X. Enton
es x 2 X. En otraspalabras (�1; a) � X, lo 
ual muestra que a 2 X�.Ahora 
omo (X;Y) es un 
orte, X no es va
��o, y del he
ho de que X � X� sigue deinmediato que el 
onjunto X� es no-va
��o. El teorema de Bolzano di
e que X� tiene unm�aximo; sea �este U. Este U resulta ser el n�umero de 
orte requerido. En efe
to, todo xen (�1; U) est�a en X, pues U 2 X� . Adem�as x > U ) x =2 X, i.e. x 2 Y. Esto vienede que X � X�. Vale de
ir x 2 X ) x 2 X�, en 
ontradi

i�on 
on el he
ho de que Ues el m�aximo de X�.Dedekind impli
a Bolzano. Sea u 2 R, y M un 
onjunto no va
��o que 
ontiene(�1; u). De�namos M� 
omo fu 2 R j (�1; u) � Mg. Sea Y = R=M� . Primeroa�rmamos que (M�;Y) es un 
orte. Por hip�otesis M� es no-va
��o, pues u 2M.Sea b 2 Y. Como que b =2M�; 9 x en (�1; b) tal que x =2M. Ahora, sea a 2M�.Vemos que x � a, pues si x < a ) x 2 M. Esto junto 
on el he
ho de que x < bimpli
a que a < b. En otras palabras 
ada elemento de Y es una 
ota superior de M�.Por 
onsiguiente ya sea max M� o minY existe.Probamos por 
ontradi

i�on que minY no puede existir. Sup�ongase que Y tiene unm��nimo, i.e, y0. A�rmamos que y0 2 M�. Pues sea x 2 R, x < y0. Ahora de�namosh = (x + y0)=2. Claramente x < h < y0. Como y0 es el elemento m��nimo de Y, est�a
laro que h =2 Y. Enton
es h 2M�. Esto junto 
on x < h impli
a que x 2M, es de
ir,y0 2M�. Pero 
omo y0 2 Y ) y =2M�, 
on lo que hemos llegado a una 
ontradi

i�on.Por tanto Y no tiene minimo, y M� tiene un m�aximo que es pre
isamente el teoremade Bolzano.Una vez estable
ido este \teorema" es f�a
il demostrar el teorema del valor inter-medio, y esto est�a en 
ualquier texto de an�alisis. Pero veamos de qu�e modo lo ha
eBolzano.Sean f y g dos fun
iones 
ontinuas en el intervalo [a; b℄. Si f(a) < g(a) y f(b) > g(b),enton
es se desea probar que 9 x 2 [a; b℄ j f(x) = g(x). Bolzano 
onsidera 
uatro 
asos:I. a; b > 0; II. a; b < 0; III. a = 0 y b > 0; y IV. a > 0 y b < 0 o vi
eversa. Losdos primeros son sim�etri
os entre s��, y los dem�as siguen f�a
ilmente del primero; por talraz�on I. es el 
aso 
lave.
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io Navia: El Teorema del Valor Intermedio y la Completitud de los RealesI. a; b > 0. Sin p�erdida de generalidad, sea b = a + i; i > 0. Dado que f(a) < g(a),si w > 0 denota una 
antidad arbitrariamente peque~na, enton
es f(a+ w) < g(a+ w)(debido a la 
ontinuidad de f y g). Asimismo para w lo su�
ientemente peque~no yw < i es 
ierto que: f(a+ w) � f(a) = eg(a+ w) � g(a) = e0enton
es g(a+ w) � f(a+ w) = g(a)� f(a) + e0 � epor hip�otesis g(a)� f(a) = A > 0enton
es g(a+ w) � f(a+ w) = A+ e0 � e > 0 (19)para e y e0 lo su�
ientemente peque~nos. Ahora w es una 
antidad peque~na 
orrespon-diente a estos e y e0. La desigualdad de arriba es v�alida para tal w y todos los valoresmenores a w. Enton
es, se puede de�nir un 
onjunto M0M0 = fw > 0 j f(a+ w) > g(a+ w)g (20)Querr��amos de�nirM� 
omo lo hemos he
ho usualmente, es de
ir, 
omo aquel 
onjunto
ompuesto por los n�umeros tales que si alguno es menor que alguno de ellos, enton
eseste n�umero ha de pertene
er a M. Sin embargo, debido a los w que hemos estadoutilizando, ha
e falta 
ubrir a los n�umeros negativos de�niendo M 
omo la siguienteuni�on: M =M0 [ (�1; 0℄ = fw > 0 j f(a+ w) < g(a+ w)g [ (�1; 0℄y s�olo a partir de esto de�nir M� 
omoM� = fu j (�1; u) �Mges de
ir, M� = fu j w < u) f(a+ w) < g(a+ w)g (21)o de otro modo, si tomamosx = a+ w (22)= fu j a < x < a+ u) f(x) < g(x)g (23)Ahora bien, i =2M0, pues f(a+ i) = f(b) > g(b) = g(a+ i). Y 
omo i > 0, i =2M. Seve que M no es todo el 
onjunto de los reales, es de
ir, es un sub
onjunto propio, y,seg�un el teorema de Bolzano, M� tiene un m�aximo, U .



\bolzano"2001/6/9page 133i i ii

i i ii

A
ta Nova; Vol. 1, NÆ2, junio 2001 Historia de las Cien
ias � 133A�rmamos que 0 < U < i, y que x = a + U es el valor intermedio bus
ado, esde
ir, f(x) = g(x). Primero obs�ervese que U 6= i, pues si U = i, enton
es i 2 M yf(a + w) < g(a + w) para todo w < i. Dado que b = a + i, y f(b) > g(b), enton
esresulta que para un v lo su�
ientemente peque~no, f(a+ i� v) > g(a+ i� w). Pero seha asumido que f(x) < g(x) para todo a < x < a+ U {dado que U 2M�.Por otra parte, 
omo U es un m�aximo de M�, U > 0, pues de otro modo no podr��a
umplirse la 
ondi
i�on usada para de�nir M0. Mu
ho menos a�un podr��a U > i, pues ental 
aso i 2M (dado que U 2M�), y enton
es f(a+ i) < g(a+ i), lo que 
ontradi
e elhe
ho que f(b) > g(b).Por tanto hemos mostrado que 0 < U < i, y asimismo, a < a + U < a + i = b.La �ultima parte de la demostra
i�on 
onsiste en mostrar que si x = a + U , enton
esf(x) = g(x). Eliminemos las otras dos posibilidades:f(x) < g(x) (24)Enton
es f(a + U) < g(a + U) y para w lo su�
ientemente peque~no, f(a + U + w) <g(a+ U + w). Pero enton
es se ve que U no es el m�aximo de M�.f(x) > g(x) (25)Pero ahora resulta que para un w lo su�
ientemente peque~no, f(a+U�w) > g(a+U�w).Esto 
ontradi
e el he
ho de que para todo valor menor a a+U , la desigualdad opuestaes v�alida. Por 
onsiguiente f(x) = g(x) (26)En la siguiente parte de este art��
ulo mostraremos 
�omo el intento de Bolzano dedemostrar su teorema de la se

i�on 12 resulta fallido. Pues, pese a todos los re
audos�los�o�
os y metodol�ogi
os que presenta en el prefa
io, 
ae en el error de asumir subrep-ti
iamente algo equivalente a aquello que pre
isamente quer��a demostrar. Lo 
ual noresta validez a su intento que fue el que inspir�o a matem�ati
os posteriores. Esto ilustraque el llegar a la formula
i�on y a la justi�
a
i�on de axiomas y teoremas en aparien
iasimples y obvios requiere un largo 
amino de prepara
i�on 
on
eptual.Agrade
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