Articulo Cientifico
Recibido: 17 de agosto 2010; Aceptado: 19 febrero 2011.

Preparacion de jarabes de sacarosa mediante mediciones
volumétricas

Sucrose syrup preparation by volumetric measurements

Roénanth Zavaleta Mercado

Departamento de Ingenieria Quimica, Facultad de Ciencias Exactas e Ingenieria,
Universidad Catdlica Boliviana San Pablo, Av. 14 de Septiembre 4807, Obrajes-Zona
Sur, La Paz - Bolivia

ronanth_zavaleta@hotmail.com

Resumen: Se estudia el problema de la preparacion de jarabes de sacarosa
de volimenes y composiciones masicas determinadas a partir de mediciones
volumétricas, problema comin en muchas industrias especialmente del sector
de bebidas y alimentos. En estas se imponen condiciones de concentraciones
masicas determinadas y volimenes que son dificiles de preparar a partir de
jarabes pre existentes, debido al comportamiento no ideal de las soluciones
sacarosa-agua, que hace que los volimenes no sean aditivos, con la
caracteristica adicional de que en la industria se dispone principalmente de
sistemas de medida volumétricos (niveles de tanques, bombas, medidores de
caudal, caudales), y no masicos.

Se deriva una ecuacién para la densidad de soluciones binarias sacarosa-
agua en funcion de concentraciones masicas porcentuales y la temperatura a
partir de una ecuacion de la densidad dependiente de la concentracion
volumétrica y la temperatura, disponible en la literatura técnica. Esta
ecuacién, que se basa en datos de medidas de densidades de soluciones
sacarosa-agua de alta calidad, es transformada con escaso error en otra que
utiliza variables masicas y que se ajusta mejor a su aplicacién en la industria.
La extensa transformacién requerida se maneja de una manera adecuada
utilizando paquetes de algebra por computadoras y computadores digitales,
obteniéndose ecuaciones relativamente sencillas, consistentes desde un punto
de vista termodinamico y faciles de montarse en aplicaciones sencillas y
amigables destinadas a su utilizacion en planta.

Palabras clave: Soluciones sacarosa-agua, grados Brix (°Bx), densidad de
jarabes de azlicar, consistencia termodinamica.

Abstract: We study the problem of preparation of sucrose syrups of
masscompositions and volumes determined from volumetric measurements,
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common problem in many industries especially the food and beverage
industry. Under these conditions are imposed certain mass concentrations
and volumes that are difficult to prepare from preexisting syrups, due to
nonideal behavior of the sucrose-water solution, which causes the volumes
are not additives, with the additional feature that industry mainly provides
volumetric measurement systems (tank levels, pumps, flow meters, flow),
and no mass.

An equation for the density of sucrose-water binary solutions is derived
based on percentage mass concentrations and temperature from an equation
of density volumetric concentration dependent and temperature available in
the technical literature. This equation, which is based on measurement data
densities sucrose-water solutions of high quality, with little error is
transformed into one that uses mass cpmpopsition variables that best fits
their application in industry. The extensive processing required is handled in
a suitable manner by using computer algebra packages and digital computers,
yielding relatively simple equations consisting from a thermodynamic point
of view and easily mounted and friendly simple applications intended for use
in plants.

Keywords: sucrose-water solutions, degrees Brix (° Bx), density of sugar
syrup, thermodynamic consistency.

1 Introduccidon

La industria de alimentos y bebidas hace uso extenso de jarabes de sacarosa
en diversos procesos productivos. Estos jarabes son preparados utilizando
azlcar refinada y agua tratada y con frecuencia deben cumplir estandares
rigurosos entre los cuales se incluye la concentracién. Una medida de amplio
utiliza los grados Brix (°Bx) que se refieren al contenido masico porcentual de
azucares habiéndose desarrollado instrumentacion dedicada a su determinacién
(brixémetros). El problema que se contempla sin embargo es que las soluciones
de sacarosa no presentan un comportamiento ideal, y por lo tanto los
volimenes de solvente (agua) y soluciones de diferente concentracion no son
aditivos. La practica general consiste en la preparacion de jarabes de sacarosa de
alto contenido (60 °Bx o mas) y diluciones posteriores para alcanzar
gradaciones de uso comercial (alrededor de 10 a 11 °Bx). El problema radica en
el hecho que los dispositivos de produccién en las instalaciones industrial son
de naturaleza volumétrica (bombas centrifugas, tanques, tuberias de transporte,
llenadores), siendo masicos los requerimientos de control de calidad en lo que
se refiere a la concentracion. La satisfaccién de requerimientos estrictos de °Bx
deviene entonces en un problema importante, que muchas veces se solventa
simplemente en base a la experiencia de los operadores, lo que en circunstancias
dadas puede traducirse en requerimientos adicionales de tratamiento o aun en
desecho de jarabes que no cumplen especificaciones.
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El problema anterior no es uno menor si se toma en cuenta las
dimensiones de las empresas que operan con jarabes de sacarosa y por lo tanto
el advenimiento de procedimientos que lo mitiguen se constituiria en un
importante aporte.

En el presente trabajo se utiliza informacién experimental sobre
densidades de soluciones sacarosa-agua, aplicaciones de termodinamica de
soluciones, algoritmos numéricos, "software" de algebra por computadoras y
computadores digitales de alto desempefio para generar métodos practicos de
aplicacion industrial que permitan paliar el problema.

2 Conceptuacion

Las soluciones ideales se caracterizan por volimenes que resultan en
combinaciones lineales de las fracciones molares o masicas y los volimenes
especificos

Y=inl’i ; i=12..n [1]

Esta combinacién lineal donde xi es la fraccién masica o molardel
componente i en solucidn, v, el volumen especifico del componentei y v el
volumen especifico de la solucidén, no se cumple en el caso de soluciones no
ideales. Sin embargo esta sencilla descripcion del comportamiento de los
volimenes especificos de mezclas puede ser extendidas a soluciones no ideales
al utilizar las propiedades parciales, que para el caso del volumen resulta en

v [B_V] [2]
dn; T,D,ji

y por lo tanto

y:inVi . i=l2.n [3]

i

La dificultad estriba por lo tanto en la determinacion de las propiedades
parciales de soluto y solvente, ya que la Ecuacion [3] proporciona la relacion
entre fracciones masicas y volimenes especificos, que es la que se busca y que
en principio resolveria el problema. Como se vera, esta determinacidon es
posible con base en informacién experimental de la dependencia de la densidad
de soluciones con la concentracién y temperatura.

Los datos que se utilice y las relaciones derivadas deben cumplir
necesariamente criterios de consistencia termodindmica, y en especial la
Ecuacion de Gibbs-Duhem, que a presién y temperatura constante estipula
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para los volimenes parciales la imposibilidad de variacién independiente en el
seno de una solucion

Zvidxi=0 ;  i=l2.n [4]
;

Con base en lo anterior es posible determinar otras aproximaciones a la
descripcion del departir del comportamiento ideal, tal como las propiedades de
exceso, como se vera posteriormente, asi como metodologias de calculo
sencillas para la preparacion de soluciones que cumplan criterios de
concentraciéon masica a partir de medidas y equipamiento volumétricos.

3 Metodologia

3.1 Determinacion de una ecuacion (BX,T)

Para la consecucion de los objetivos del presente trabajo se hace
imprescindible la determinacion de una ecuacién que relacione en forma
explicita la densidad de las soluciones con la concentracién masica porcentual
(Bx) y la temperatura. A partir de ella se podra entonces determinar las
propiedades termodinamicas correspondientes que conduzcan a la solucion del
problema.

La siguiente ecuacion fue ajustada a datos experimentales de densidades de
soluciones acuosas de diferentes sustancias organicas e inorganicas obtenidas
mediante un densitometro de tubo oscilante (Anton-Par DMAS58) en un rango
de temperaturas de 0 a 60°C a varias concentraciones[1]

p=(a;+bS+c;8?)+T(a, +byS+c,5%) + T2 (a3 + byS+¢;5?) [5]
donde 0 = densidad de la solucién (g/cm’), S = concentracién de soluto (g
soluto/100 mL de solucién), T = Temperatura en °C, a, bi, ¢ son los

coeficientes de ajuste numérico, los cuales aparecen consignados en la siguiente
Tabla para soluciones de sacarosa:

Tabla 1. Coeficientes para sacarosa correspondientes a la Ecuacion [1], [1]

i ai bi Ci

1 1,00042 4,06E-03 -4,06E-06
2 -2,29E-06 -1,33E-05 2,66E-07
3 -4,65E-06 1,25E-07 -3,04E-09

La anterior ecuacion puede disponerse en una forma compacta y eficiente
con fines computacionales, como sigue
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p(S,T)= ZZ: i[(coi,jsi 7] [6]

Donde co es la matriz de coeficientes de la Tabla 1.

Para la industria que utiliza jarabes de sacarosa y otros, la unidad de
medida de concentracién de azlcar se expresa en grados Brix, °Br, el porcentaje
de masa de sacarosa presente en la solucién. Por lo tanto:

S
Br=— 7
> [7]

Al introducir la Ecuacién [6] en la Ecuacién [5] se obtiene una ecuaciéon
implicita en la densidad, que la correlaciona con la concentracion masica (Br) y
la temperatura, la que dispuesta en forma estandar resulta en

0(p,Br, T) = a; +byBrp-+cy(Bp)’ |+ T[ ay +b;Brp-+cy(Brp)” |+ T° a3 +bsBrp-+c;(Brp)” |-p  [8]

la que puede disponerse de una manera compacta y computacionalmente
eficiente como sigue

(p(p,Br,T):ii[(coi,j(Brp)i)Tﬂ_p [9]

Esta ecuacién puede ser resuelta numéricamente para determinar las
densidades en funcién de la concentracién masica y la temperatura, y al menos
en principio, desarrollar una correlacién explicita en la densidad que permitiria
el calculo de los volimenes parciales de soluto y solvente. Se desarrolla a
continuacion esta aproximacion a la resolucién del problema.

Con base en la Ecuaciéon [9] y [2] v en los subprogramas de algebra por
computadoras Mathcad v. 15® del Subprograma 1se calcula la Tabla 2 en la que
se presenta las densidades de las soluciones sacarosa-agua en funcién de la
concentracion masica porcentual y la temperatura. La transpuesta de esta
matriz se utiliza como base para los calculos siguientes tendentes a la
determinacion de los volimenes parciales. El rango de temperaturas
considerado es de 10 a70 °C con incrementos de 5°C, lo que forma un vector
fila de 13 elementos, mientras que para la concentracién masica porcentual el
rango es de 0 a 70 °Bx con incrementos de 5°Bx, formando un vector columna
de 15 elementos.

Los datos de la matriz transpuesta de la Tabla 2 son correlacionados
utilizando polinomios clbicos, uno para cada temperatura (trece en total)
utilizando el Subprograma 2.La matriz de coeficientes obtenida (Tabla 3) es
posteriormente procesada mediante el subprograma sbrcoe contenido en el
Subprograma 3 para obtener la dependencia de la temperatura para cada
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columna, correspondiente a los coeficientes de los términos de grado 0 a 4. Se
tuvo que recurrir a polinomios de grado cuarto para obtener una correlacién
adecuada de los datos, cuidando de no tener un comportamiento oscilante
proveniente del elevado grado del polinomio requerido. Este no es el caso,
como puede apreciarse en la Figura 1.

Con los coeficientes de la Tabla 5, se completa finalmente la ecuacién
explicita de la densidad de las soluciones de sacarosa-agua, en funcién de °Bx y
la temperatura, que queda descrita por las siguientes ecuaciones, donde co es el
arreglo bidimensional de la matriz de coeficientes:

3 4
p(Bx, T)= Z(coj,nT“Bx“) [10]
=0 n=0
1.00042 0.004056  —4.058 » 10" °
0= | 2204107 —1332 0107 2661 ¢ 10
4646 0100 125401077 30430107

2 2 - .
rho(s,t) := Z Z |:|:co(j i) . sl:| . l‘]}
=0 [i=0

]

GP.br.t)= P+ i i |:|:Co(j,i) o (br o p)i} .rl}
i=0li=0

dens(br,t,co) := | "Este programa calcula p = P (Br,T). Se da valores de Bry T y se obtier
"las densidades a partir de la ecuacion implicita respectiva"

"Ronanth Zavaleta Mercado - Marzo de 2012"

n « length(br) — 1

m « length(t) — 1

for ie 0..m

for je 0..n

2 2 1 k
wey |y [[co(k’l).(brj -p)} .([i)} -p
k=0 |1=0
Py j  root(YP), .09, 1.40)

Subprograma 1: La matriz de coeficientesde la Ec. [5]aparece en la parte
superior. En segunda instancia, la misma ecuacién es dispuesta en forma
compacta adecuada para aplicaciones computacionales. En la tercera linea se
ha despejado S de la Ec. [6] y se la ha remplazado en la Ec. [5],
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disponiéndola en forma estandar como una funcién implicita de p. El
subprograma en la parte inferior calcula la densidad a partir de la ecuacion
implicita anterior para un arreglo bidimensional n x t grados Brix-
temperatura.

coe(br,P) =

"Este programa calcula los coeficientes de ajuste cubicos para 0 = P (Br)

"o

"para todas la temperaturas. Ronanth Zavaleta Mercado, marzo de 2012"

for je 0..12

Cco

d « p<j>

¢ « regress(br,d, 3)

Co. «—C

3 .
sc(x) « Z (Ci+3 o xl)
i=0

coj 4 « corr(d, sc(br))

Subprograma 2: Subprograma que calcula los coeficientes de ajuste con
polinomios cubicos de la densidad con la concentracién mdsica porcentual
para las trece temperaturas del dominio de la temperatura. Se calcula
también el coeficiente de correlacion de Pearson para cada ajuste. Los
argumentos son los vectores columna de grados Brix y de densidades.
Ambos vectores deben tener el mismo nimero de elementos.
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Tabla 2. Densidades de las soluciones en funcién de °Bry la temperatura. Los valores fueron calculados por aplicacién del
subprograma consignado en la Figura 1.

T°C 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70

°Br Densidad, (g/mL) “ Br

0,99993  0,99934  0,99852  0,99746  0,99617  0,99465  0,99289  0,99091 0,98869  0,98624  0,98356  0,98064  0,97749
1,01996  1,01911 1,01806  1,01680  1,01534  1,01366  1,01178  1,00969  1,00739  1,00488  1,00216  0,99924  0,99610
10 1,04070  1,03964  1,03839  1,03695  1,03532  1,03350  1,03149  1,02920  1,02689  1,02431 1,02154  1,01857  1,01542
15 1,06220  1,06097  1,05955  1,05796  1,05618  1,06423  1,06209  1,04977  1,04727  1,04459  1,04173  1,03869  1,03547
20 1,08449  1,08313  1,08160  1,07988  1,07799  1,07591 1,07365  1,07121 1,06859  1,06579  1,06281 1,05965  1,05631
25 1,10760  1,10619  1,10458  1,10279  1,10080  1,09862  1,09624  1,09367  1,09091 1,08797  1,08483  1,08150  1,07799
30 113156 1,13018  1,12857  1,12675  1,12470  1,12243 111995 111725  1,11433  1,11120  1,10786  1,10430  1,10054
35 115643  1,155616  1,15363  1,15183  1,14977  1,14745 114487 114202  1,13893  1,13557  1,13197 112812  1,12402
40 118223 118119 117983 117814 117612 117377 117110  1,16811 116480 116118 115725  1,15302  1,14850
45 1,20900  1,20833  1,20725  1,20576  1,20384  1,20151 119877 119563  1,19208  1,18813  1,18380  1,17910  1,17403
50 1,23679  1,23665  1,23599  1,23479  1,23307  1,23081 1,22802  1,22470  1,22088  1,21654 121172 1,20643  1,20067
55 1,26563  1,26621 1,26613  1,26537  1,26393  1,26179  1,25898  1,25540  1,25135  1,24655 124113  1,23511 1,22851
60 1,29556  1,29710  1,29779  1,29762  1,29658  1,29465  1,29185  1,28818  1,28366  1,27831 127216 1,26525  1,25761
65 1,32663  1,32938  1,33108  1,33170  1,33120  1,32957  1,32682  1,32296  1,31800  1,31199 130496 129696  1,28806
70 1,35887  1,36315  1,36614  1,36777  1,36799  1,36678  1,36414  1,36007  1,35461 1,34779  1,33969  1,33039  1,31996
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Tabla 3. Matriz de coeficientes de ajuste p = p(Br) para las trece temperaturas
del dominio. Las columnas 2 - 5 contienen los coeficientes
correspondientes a ecuaciones de la forma p(Br) = a + b*Br +c*Br2
+d*Br3para cada temperatura. La columna extrema de la derecha Pr da
la correlacidon de Pearson para cada ajuste.

T,C a b c d Pr

10 0,99992 | 3,94036E-3 | 1,33829E-5 | 5,11441E-8 | 1,00000
15 0,99929 | 3,90388E-3 | 1,28661E-5 | 8,01603E-8 | 1,00000
20 0,99842 | 3,87183E-3 | 1,23220E-5 | 1,05552E-7 | 1,00000
25 0,99733 | 3,84325E-3 | 1,18039E-5 | 1,26582E-7 | 1,00000
30 0,99601 3,81734E-3 | 1,13565E-5 | 1,42652E-7 | 1,00000
35 0,99447 | 3,79347E-3 | 1,10134E-5 | 1,53330E-7 | 1,00000
40 0,99270 | 3,77124E-3 | 1,07961E-5 | 1,68372E-7 | 1,00000
45 0,99072 | 3,75049E-3 | 1,07122E-5 | 1,67732E-7 | 1,00000
50 0,98851 3,73129E-3 | 1,07564E-5 | 1,51559E-7 | 1,00000
55 0,98608 | 3,71395E-3 | 1,09104E-5 | 1,40190E-7 | 1,00000
60 0,98342 | 3,69897E-3 | 1,11451E-5 | 1,24124E-7 | 1,00000
65 0,98054 | 3,68702E-3 | 1,14224E-5 | 1,03995E-7 | 1,00000
70 0,97743 | 3,67885E-3 | 1,16978E-5 | 8,05383E-8 | 1,00000

sbrcoe(coef, t) := | "Este programa calcula los coeficientes de ajuste cuadraticos para”
"los coeficientes dependientes de t de la funcion = P (1)"
"Ronanth Zavaleta Mercado, marzo de 2012"

for je 0.3

G
c regress(t,coef] ,4)

COO,j — C3

Col,j %C4

C()z’j — C5

C03,j — C6

C04,j «— C

7
4 .
sct(x) « z (Ci+3 . xl)
0

G

<« corr coef‘] ,sct(t))

COS’].

co

Subprograma 3: Subprograma que calcula los coeficientes de ajuste con
polinomios cubicos de la densidad con la concentracién mdsica porcentual



AcTta Nova; Vol. 5, N° 1, marzo 2011, ISSN 1683-0768 Articulo Cientifico - 119

para las trece temperaturas del dominio de la temperatura. Se calcula
también el coeficiente de correlacién de Pearson para cada ajuste. Los
argumentos son los vectores columna de grados Brix y de densidades.
Ambos vectores deben tener el mismo nimero de elementos

Tabla 4. Matriz de coeficientes de ajuste p = p(Br) para las trece temperaturas
del dominio. Las columnas 2 - 5 contienen los coeficientes
correspondientes a ecuaciones de la forma p(Br) = coo + co1*Br
+C02*Br2 +cos*Br3para cada temperatura. La columna extrema de la
derecha Pr da la correlacién de Pearson para cada ajuste.

COi; 0 1 2 3 4 Pr

0 1,00049E 0 -8,67032E-6  -4,85969E-6 6,92773E-9 -4,24322E-11 1,00000
4,03194E-3 -1,07011E-5  1,76576E-7 -2,37623E-9 1,44041E-11 1,00000
1,40439E-5 -2,44935E-8  -5,39556E-9 1,31789E-10 -8,07940E-13  1,00000
-1,37788E-8  6,71443E-9 -4,82145E-12  -1,86649E-12  1,20019E-14 1,00000

w N -

Queda ahora por comprobar la calidad de calculo de la ecuaciéon deducida,
4 . .
para lo que se debera cotejar los valores de las densidades calculadas contra
aquellas de la Tablal, determinadas con base a la ecuacién deducida por los
autores[2]. Los valores calculados con la nueva ecuacion son consignados en la
Tabla 6, y los errores relativos en la Tabla7. A este fin se utilizo el
Subprograma 4. El error porcentual maximo en que se incurre es inferior a
0.019%, lo que avala la utilizacién de la nueva ecuacién.

4 Propiedades Termodinamicas Parciales

La Ecuacion [10] permite derivar las propiedades termodinamicas de
soluciones necesarias para resolver el problema, pero antes debe desarrollarse
algunas relaciones termodinamicas. En el caso de una solucién binaria, la
Ecuacion [1] escrita para el volumen V de la solucién resulta en

V=mV,+m,V, [11]
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Figura 1:Ajuste de los coeficientesde la ecuacion de la densidad delas
soluciones, explicita en la concentracién masica porcentual y la
temperatura. Como se puede apreciar, no existen problemas con la
interpolacién entre datos calculados para ninguno de los coeficientes.

Esta ecuacion puede expresarse en términos de la composicion masica
porcentual, grados Brix (Br) paraobtener

V=BV, +(100-B)V, ; V. :(a_vj A =_[a_vj [12]
oBr AP.T oBr WD, T

Donde el subindice s se refiere a la sacarosa y a al agua. Por diferenciacion
se obtiene

dV=(Br)dV, + V.d(Br)+ (100~ Br)dV, — V,d(Br) [13]
La Ecuaci6én de Gibbs-Duhem establece que
(Br)dV, +(100~Br)dV, =0 [14]

Al sustituir la anterior ecuacién en la Ecuacién [13] se obtiene
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dV = V,d(Br) - V,d(Br) =V,-V, [15]

Eliminando alternativamente los volimenes parciales con ayuda de la
Ecuacién [12]

dv

¥, = V+(100-Br) i®7 [16]
- v
Vo= V-Brgs [17]

Estas ecuaciones permiten el cilculo delos volimenes parciales de una
manera sencilla, lo que se realiza en el Subprograma 5.

RHO(br, t) := | "Este programa calcula P = P (Br,T). Contiene todos los coeficientes requeridos”
"Ronanth Zavaleta Mercado - Marzo de 2012"

6 6 9 11

1.00049 -8.57032 x 10
3

—4.85969 x 10
7

6.92773 x 10~ —4.24322 x 10

5 11

9

403194 x 10~ -1.07011 x 10 ~ 1.76576 x 10 ' —2.37623 x 10 ~  1.44041 x 10

140439 x 107> —2.44935 x 1075 539556 x 100 131789 x 10~ 10 —8.07940 x 10 13
Z137788 X 1070 671443 x 1077 —4.82145 x 10 12 ~1.86649 x 10~ 2 120019 x 10~ 4

pe 32 i (mn.j"j)'brn
n=0

FZ0

DNS(br,t,RHO) := | "Este programa calcula p = P (Br,T). Se da valores de Bry T y se obtiene"
"las densidades a partir de la ecuacion respectiva”
"Ronanth Zavaleta Mercado - Marzo de 2012"
for je 0.. 14
for ie 0..12
P e RHo(brj )

p

Subprograma 4: Elprograma de la parte superior que calculalas densidades
de soluciones sacarosa-agua utilizando la Ecuacion (10) que, como se
menciond anteriormente, es explicita y es funcién de °Bx y T. El programa de
la parte inferior permite calcular los datos de la Tabla 6.
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Tabla 5. Densidades de las soluciones en funcién de "Bx y la temperatura. Valores calculados por aplicacién del Subprograma 4.

T°C 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70
°Br Densidad, (g/mL) “ Br

0,99992 0,99929 0,99842 0,99733 0,99601 0,99447 0,99270 0,99072 0,98851 0,98608 0,98342 0,98054 0,97743

1,01996 1,01914 1,01810 1,01685 1,01540 1,01373 1,01185 1,00976 1,00745 1,00494 1,00221 0,99928 0,99613
10 1,04071 1,03969 1,03848 1,03707 1,03546 1,03366 1,03165 1,02945 1,02705 1,02445 1,02165 1,01866 1,01547
15 1,06221 1,06101 1,05963 1,05806 1,05630 1,05436 1,05223 1,04992 1,04741 1,04472 1,04183 1,03877 1,03552
20 1,08449 1,08315 1,08163 1,07993 1,07804 1,07597 1,07371 1,07127 1,06865 1,06584 1,06285 1,05968 1,05633
25 1,10759 1,10618 1,10457 1,10276 1,10077 1,09858 1,09621 1,09364 1,09088 1,08794 1,08480 1,08148 1,07797
30 1,13156 1,13015 1,12851 1,12666 1,12460 1,12232 1,11983 1,11713 1,11422 1,11110 1,10777 1,10424 1,10050
35 1,15642 1,15512 1,15355 1,15173 1,14964 1,14730 1,14471 1,14187 1,13878 1,13544 1,13186 1,12804 1,12397
40 1,18222 1,18116 1,17976 1,17804 1,17600 1,17364 1,17096 1,16797 1,16467 1,16107 1,15716 1,15295 1,14846
45 1,20900 1,20832 1,20722 1,20571 1,20378 1,20145 1,19870 1,19555 1,19201 1,18807 1,18376 1,17906 1,17401
50 1,23679 1,23666 1,23601 1,23482 1,23310 1,23084 1,22805 1,22474 1,22091 1,21658 1,21175 1,20645 1,20069
55 1,26563 1,26626 1,26621 1,26547 1,26405 1,26193 1,25913 1,25564 1,25148 1,24667 1,24123 1,23518 1,22855
60 1,29557 1,29715 1,29789 1,29776 1,29674 1,29484 1,29205 1,28838 1,28385 1,27847 1,27229 1,26534 1,25767
65 1,32663 1,32941 1,33114 1,33177 1,33129 1,32968 1,32694 1,32308 1,31811 1,31208 1,30503 1,29701 1,28810
70 1,35886 1,36310 1,36603 1,36761 1,36780 1,36656 1,36391 1,35984 1,35439 1,34760 1,33954 1,33027 1,31990
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Tabla 6. Errores porcentuales resultantes de comparar las tablas 2 y 6, es decir los valores de las densidades derivadas en base a la
ecuacion provista por los autores de los datos experimentales y la derivada en el presente trabajo. El error maximo es
inferior a 0.019%.

T°C 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70
°Br Densidad, (g/mL) “ Br

0,00076 0,00510 0,00925 0,01291 0,01585 0,01790 0,01896 0,01896 0,01793 0,01595 0,01316 0,00976 0,00604

-0,00098  -0,00257  -0,00405  -0,00534  -0,00636  -0,00707  -0,00743  -0,00743  -0,00707  -0,00639  -0,00542  -0,00423  -0,00290
10 -0,00138  -0,00496  -0,00837  -0,01137  -0,01378  -0,01546  -0,01632  -0,01633  -0,01549  -0,01387  -0,01159  -0,00881  -0,00575
15 -0,00108  -0,00415  -0,00712  -0,00976  -0,01190  -0,01339  -0,01416  -0,01417  -0,01343  -0,01199  -0,00997  -0,00753  -0,00486
20 -0,00051  -0,00182  -0,00313  -0,00432  -0,00530  -0,00599  -0,00635  -0,00636  -0,00602  -0,00536  -0,00444  -0,00334  -0,00217
25 0,00001 0,00075 0,00140 0,00194 0,00236 0,00264 0,00278 0,00278 0,00263 0,00236 0,00195 0,00145 0,00086
30 0,00032 0,00266 0,00488 0,00683 0,00839 0,00947 0,01003 0,01003 0,00949 0,00844 0,00696 0,00515 0,00315
35 0,00036 0,00339 0,00633 0,00895 0,01106 0,01254 0,01330 0,01331 0,01257 0,01115 0,00915 0,00673 0,00407
40 0,00014 0,00278 0,00540 0,00776 0,00968 0,01103 0,01172 0,01173 0,01106 0,00977 0,00796 0,00578 0,00340
45 -0,00022  0,00103 0,00235 0,00357 0,00459 0,00530 0,00566 0,00565 0,00529 0,00461 0,00368 0,00256 0,00133
50 -0,00060  -0,00135  -0,00196  -0,00244  -0,00281  -0,00308  -0,00323  -0,00326  -0,00315  -0,00288  -0,00248  -0,00200  -0,00153
55 -0,00084  -0,00352  -0,00601  -0,00819  -0,00995  -0,01121  -0,01190  -0,01196  -0,01137  -0,01016  -0,00840  -0,00631  -0,00419
60 -0,00079  -0,00433  -0,00770  -0,01068  -0,01310  -0,01485  -0,01581  -0,01592  -0,01511  -0,01342  -0,01098  -0,00808  -0,00527
65 -0,00037  -0,00237  -0,00428  -0,00594  -0,00728  -0,00828  -0,00889  -0,00903  -0,00862  -0,00762  -0,00609  -0,00434  -0,00300
70 0,00045 0,00401 0,00761 0,01100 0,01383 0,01579 0,01670 0,01654 0,01546 0,01370 0,01144 0,00862 0,00474
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" "

VPARS (br,t,RHO) := [ "Calcula el volumen parcial de la sacarosa en funcion de Brix y temperatura’

vmol (br, t) « RHO(br,t)_l

vms < vmol (br,t) + (100 — br) e a—(vmol(br,t))
dbr

"

VPARW (br,t,RHO) := ] "Calcula el volumen parcial del agua en funcion de Brix y temperatura"
vmol (br, t) « RHO(br,t) !

vmw < vmol (br,t) — br e a—(vmol(br,t))
dbr

VESP(br,t,RHO) := | "Calcula el volumen de soluciones sacarosa-agua en funcion de Brix y temperatura”
vps <= VPARS (br,t,RHO)

vpw < VPARW (br,t,RHO)

vesp «<— [vps ® br + (100 — br) ® vpw] @ 0.01

Subprograma 5: Subprogramas que calculan el volumen parcial de la
sacarosa y del agua en solucién, asi como el volumen especifico de la
solucion. Los argumentos son los grados Brix (°Bx), la temperaturay la
ecuacién RHO en todos los casos.

En la Figura 2 se presenta los volimenes parciales para sacarosa y agua

calculados para una temperatura de 40°C. Notese la caracteristica
interdependencia de las pendientes (signos contrarios) predicha por la Ecuacion
de Gibbs-Duhem. En las figuras 3 y 4 se presenta los volimenes parciales para
sacarosa y agua como funciones de la concentraciéon masica porcentual para

diferentes temperaturas. El comportamiento no ideal es evidente, siendo menor
las desviaciones para la isoterma de 20°C. En general las deflexiones respecto al
comportamiento ideal disminuyen con la temperatura. La consistencia
termodinamica de estos resultados sera investigada posteriormente.
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Figura 2:Volimenes parciales para sacarosa y agua a 40 °C. Nétese el

cambio de signo de las pendientes en correspondencia con la Ecuacién
de Gibbs-Duhem.

0.64[, N

Volumen Parcial (gr/mL)

Grados Brix

—T=70C
----T=60C
— T=50C
— - T=40C
—T=30C
----T=20C

Figura 3:Volimenes parciales de sacarosa en solucién binaria con agua a
diferentes temperaturas. Obsérvese el comportamiento no ideal.
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Volumen Parcial (gr/mL)

Grados Brix

—T=70C
----T=60C
— T=50C
— -T=40C
—T=30C
----T=20C

Figura 4: Volimenes parciales de agua en soluciones binarias con sacarosa a
diferentes temperaturas. Obsérvese el comportamiento no ideal.

5 Propiedades de exceso

El comportamiento de las soluciones-sacarosa agua queda descrito por la
Ecuacion [10], que cumple el postulado de Duhem del estado para el caso de
soluciones binarias isobaricas. Por lo tanto las propiedades de exceso pueden
ser determinadas directamente cuantificando la diferencia entre el
comportamiento real de las propiedades de las soluciones y la de una solucién
ideal hipotética de una propiedad extensiva. Para el caso del volumen

vE=v-_vyd [18]

Para el trabajo presente, el rango de interés de composiciones de sacarosa
es de 0 a 70°Bx, que cubre probablemente la totalidad de concentraciones
utilizadas comtnmente en la industria. El comportamiento ideal se describe
por lo tanto por las combinaciones lineales de los volimenes de
concentraciones de 0y 70°Bx

. \Y% -V
vid = Vlezo + [ |Bx:707o |Bx:0] Bx [19]
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El volumen V correspondiente al comportamiento no ideal de la solucion
se calcula por aplicacién de la Ecuacién [10].Los programas computacionales
para el calculo de las propiedades de exceso aparecen en el Subprograma 6.

Las propiedades muestran desviaciones tanto positivas como negativas,
dependiendo de la temperatura. Por debajo de 20°C se observa desviaciones
negativas, mientras que por encima las desviaciones son positivas. La isoterma
correspondiente a 20 °C muestra un comportamiento oscilante, con
desviaciones positivas y negativas dependiendo de la concentracion, tal como se
aprecia en la Figura 6.

6 Soluciones de Brix pre-determinado a partir de mediciones
volumétricas

El comportamiento de las soluciones-sacarosa agua queda descrito por la
Ecuacion [10], que cumple el postulado de Duhem del estado para el caso de
soluciones binarias sometidas a presién constante. Por lo tanto y en torno a
ella se puede determinar los volimenes de soluciones de concentraciones
masicas conocidas que se requieren para obtener soluciones de volimenes y
concentraciones prefijadas. Para este caso dos aproximaciones son posibles. La
primera consiste en utilizar balances de materia total y parcial conjuntamente
con la Ecuacién [12], mientras que la segunda utiliza simplemente balances
globales y parciales. Ambas aproximaciones son descritas matematicamente y
utilizadas para obtener los

"

VOLID(t, br,RHO) := [ "Calcula el volumen especifico de una solucion”
"ideal de concentracion br (brix)"

volid0 « VESP(0, t,RHO)

volid70 « VESP(70,t,RHO)

(volid70 — volid0)
70

volid « volid0 + br

VOLEX(t,br,RHO) := |"Calcula el volumen de exceso" "
volid <« VOLID(t,br,RHO)

vol « RHO(br,t)_l

volex « vol — volid

Subprograma 6: Programas que calculan los volimenes ideales y de exceso
de soluciones sacarosa- agua.
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Figura 5:Volumenes de exceso para soluciones binarias de sacarosa-agua a
diferentes temperaturas. Obsérvese el comportamiento no ideal.

voltimenes de corrientes de concentracién masica conocida que se requieren
para preparar un jarabe de volumen y concentracién predeterminados. El
problema queda explicitado en la Figura 7.
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Figura 6: Volumen de exceso de la solucion binaria sacarosa-agua.
Comportamiento oscilante de la isoterma a 20 °C, mostrando
desviaciones positivas y negativas dependiendo de la concentracién
masica porcentual.

V1 VZ
Py — —— P
T v v T
\%
p
T
]

Tanque de Mezclado

Figura 7:Esquema demostrativo del proceso de mezclado. El volumen de las
corrientes se refiere como V, su temperatura, T y su densidad p. Los
subindices 1 y 2 se refieren a las corrientes a mezclarse. Las propiedades
de la mezcla final no presentan subindices.

La matematica para el caso de utilizar volimenes parciales es:

pV=pV;+p,V, donde p=p(Bx,T) [20]
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V= {plvl%+ A %} Vs(Bx, T) + {plv1 (1—%}+ P2V, (1—%)} Va(Bx,T) [21]

Las dos ecuaciones anteriores forman un conjunto determinado del cual se
puede calcular Viy V2 a condicién de conocer el resto de los parametros. Las
densidades son calculadas a partir de la Ecuacién [10] a condicién de conocer
sus propiedades Bx y T. Estos calculos son realizados por el programa
presentado en Subprograma 7.

La segunda modalidad de calculo incluye la Ecuacion [20] y ademas el
siguiente balance parcial para sacarosa

VpBx = Vip;Bx; + Vyp,Bxy; [22]

BLENDVP(br, V,t) ;= | "Programa que calcula los volumenes V1 y V2 de corrientes con concentraciones brl y br2"
"que deben mezclarse para obtener un V volumen de mezcla con br0) de concentracion a t Celsius"
"con base en volumenes parciales. Se debe introducir el vector columna br que corresponde "
"a los Bx de la solucion final y de las corrientes a mezclarse"
for ne 0..2
p, < RHO(brn,t)
fl(vl) « PO’V*PI o
v R S—
P

brl br,
f2(vl) « V- pl e vl OWerzOfl(vl) o

2) . VPARS(br

,t,RHO)
100

0

brl br2
BOVD | py el e | 1=—m ] Py e fl(vD) o | 1-— OVPARW(brO,t,RHO)

f(vl) « f2(vl) — f3(vl)
vl <V

V1 « root(f(vl),vl)
V2 « fI(V])

()

Subprograma 7: Programa que calculalos volumenes de soluciones
sacarosa -agua de Bx y T conocidos que deben mezclarse para obtener un
volumen V de una solucién de Bx predeterminado. Utiliza volimenes
parciales.

Esta solucién queda implementada en el Subprograma 7, y permite
obtener los mismos resultados.
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BLEND(br, V,t) ;= [ "Programa que calcula los volumenes V1 y V2 de corrientes con concentraciones brl y br2 (brix)"
"que deben mezclarse para obtener V volumenes de mezcla con brQ de concentracion a t Celsius"
"Utiliza balances de masa parciales”
for ne 0..2

p, < RHO(brn,t)
p,*V- p1 evl

P,

f(V1) < Vo pybr, - (p1 evlebr +p, *fl(vl) ® brz)

FI(VI) «

vl «V
V1 « root(f(vl),vl)
V2 « fI(V1)

V2
Subprograma 8: Programa que calculalos volumenes de soluciones
sacarosa -agua de Bx y T conocidos que deben mezclarse para obtener un

volumen V de una solucién de Bx predeterminado. Utiliza balances parciales
de masa.

Los dos tltimos subprogramas resuelven en esencia la problematica
planteada en el presente trabajo y pueden implementarse con interfaces
amigables para su utilizacién en planta.

Como un ejemplo rapido del potencial de aplicacién de las ecuaciones
derivadas se presenta los graficos de la Figura 8, en los que se presenta los
requerimientos a) de jarabes de sacarosa y de agua pura y b) de jarabes de
sacarosa con concentraciones superiores a 10 °Bx y de jarabe de 5 °Bx,
requeridos para obtener 1000 L de solucién final de 10°Bx, concentracién
tipica de la industria de bebidas gaseosas. Obsérvese el comportamiento no
lineal y el cumplimiento de la condicién limite cuando la concentracion de la
solucion concentrada tiende a 10°Bx.
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Figura 8: Requerimientos de jarabe concentrado para preparar 1000 L de
solucion de sacarosa de 10 °Bx. En el grafico de la izquierda se utiliza
agua pura como diluyente, mientras que en el de la derecha se emplea
una solucién de 5 °Bxcomo diluyente.
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BLND(br, V,t) := | "Programa que calcula los volumenes V1y V2 de corrientes con concentraciones brl y br2 (brix)"
"y temperaturas t1 y t2 que deben mezclarse para obtener V volumen de mezcla final con"

"br0 de concentracion a t0 Celsius. br es un vector columna de los gardos brix de la corriente final "
" (0) y de las corrientes a mezclarse (1,2), al igual que la temperatura t"

error("Debe cumplirse que br0 caiga dentro dominio brl - br2" ) if (bro > brl A bro > brz) % (bro < brl A bro < brz)

error("El volumen debe ser mayora 0" ) if V <0
for ne 0..2
p, < RHO(brn,ln)
p0 °V - pl o vl
P

f(V1) <V ey e br - (pl vl ebr +p, e fI(vD) e br2)

fl(vl) «

vl <V
V1 < root(f(vl),vl)
V2 « fI(V])

()

Subprograma 9: Programa que calculalos volumenes de soluciones
sacarosa -agua de Bx y T conocidos que deben mezclarse para obtener un
volumen V de una solucién de Bx predeterminado. Se ha incorporado un
vector de temperaturas de las corrientes en la lista de argumentos de la
funcién. Se ha incluido también prevenciones para impedir el planteo de
soluciones no factibles.

Enel Subprograma 8 se ha incluido la posibilidad de mezclar corrientes de
diferentes temperaturas, asi como prevenciones para que el usuario no caiga en
planteamientos no permitidos por las leyes fisicas

7 Consistencia Termodinamica

Los datos derivados deben obedecer la Ecuacion de Gibbs-Duhem
(Ecuacién [14], a P y T constantes), si es que son consistentes en términos de la
termodinamica. Esta ecuacién puede disponerse de la siguiente forma para el
presente caso

dv, dv, ‘ dV, . (100-Br) dV, _
B3y 19T ¢ W@yt ) deo [23]

Pero a efectos de incorporar la totalidad de las concentraciones y
temperatura estudiadas, la anterior ecuacion puede disponerse de la siguiente
manera
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I oo 175 s oo o

., , , : e
aproximacién que corresponderia al método integral de verificaciéon de la
consistencia termodinamica. La complicada integral doble puede realizarse de
una manera eficiente recurriendo a técnicas numeéricas.

El calculo de la Ecuacién [24] requiere de la derivacion de programas que
calculen la derivada de los volimenes parciales de sacarosa y agua respecto a la
concentracion masica porcentual. Esto se consigue con base a los programas
contenidos en el Subprograma 8.

DVPARS (br,t, VPARS) = | "Subprograma que calcula la derivada del volumen parcial de la sacarosa respecto a Br "
"Funcion de Brix y la Temperatura y del volumen parcial VPARS"
a9
dvpar(br,t) <~ —VPARS(br,t,RHO)
obr
dvps « dvpar(br,t)

"

DVPARW (br,t, VPARW) = ] "Subprograma que calcula la derivada del volumen parcial del agua respecto a Br"
"Funcion de Brix y la Temperatura y del volumen parcial VPARW"
d
dvpar(br,t) < —VPARW (br,t,RHO)
obr
dvpar <« dvpar(br,t)

Subprograma 10: Programa que calcula las derivadas respecto a Bx de los
volumenes parciales de soluciones sacarosa -agua en funcién de Bx y T.
Debe incluirse en la hoja de calculo referencia a los archivos que contienen
los subprogramas VPARS y VPRAW de célculo de los voliimenes parciales de
sacarosay agua respectivamente.

Entonces la integral doble de la Ecuacién [24] procede directamente,

permitiendo obtener

70 ~70 [‘70 [‘70 100
—x _
J J DVPARS(x,t, VPARS) dxdt + J J ——— ¢ DVPARW(x,t, VPARW) dx dt = —3.24409 x 10
X
0 10

0 10

[25]

que es un valor suficientemente proximo a cero y que por lo tanto proporciona
una buena indicacion respecto a la consistencia termodinamica de la Ecuacién [

7
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10]. En la Figura 8 se grafica los dos términos de la Ecuacién [23], los cuales
subtienden areas parecidas por encima y por debajo del eje de las abscisas, que
en esencia se cancelan de acuerdo al resultado anterior, permitiendo una
apreciacion visual del cumplimiento de la Ecuaciéon de Gibbs-Duhem, prueba
de consistencia termodinamica.
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— Volumen Parcial de Agua
- - - - Volumen Parcial de Sacarosa

Figura 9: Volimenes molares parciales de sacarosa y agua (multiplicada esta
ultima por el cociente (100-Bx)/Bx, de acuerdo a la Ecuacién [23]).
Notese las areas subtendidas aproximadamente iguales por encimay
debajo de la abscisa.

8 Resultados y discusion

Las soluciones sacarosa-agua presentan un comportamiento no ideal que
impide la preparaciéon de jarabes de sacarosa de volumen y concentracién
masica porcentual determinados, a partir de medidas volumétricas. Este
problema deviene del incumplimiento de la Ley de Amagat, ya que los
volimenes de las soluciones no se adicionan. La ecuacion planteada por los
autores citados expresada en términos de concentraciones volumétricas no
resuelve tampoco el problema de una manera directa.
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La reexpresion de la Ecuacién [5] en términos de la concentracion masica
porcentual (°Bx) y la temperatura permite derivar ecuaciones que se adaptan
mejor a los requerimientos industriales y al mismo tiempo obtener una serie de
algoritmos matematico-computacionales que proporcionan la posibilidad de
generar menus sencillos en interfaces amigables para su utilizacién directa en
planta. De esta manera se puede preparar soluciones de Brix y volumen
conocidos utilizando medidas volumétricas caracteristicas de planta (caudales,
medidores de caudal, bombas, niveles, etc.), satisfaciendo los requerimientos de
concentracion masica utilizados ampliamente en la industria, y resolviendo el
problema vigente, que se abordo en le presente trabajo.

La ecuacion derivada reproduce los datos calculados con la Ecuacién [5]
, . fers . ,
con un error maximo inferior a 0.019%, que deberia ser aceptable para
cualquier propésito practico, siendo ademas consistente desde un punto de
vista termodinamico, al obedecer la Ecuacién de Gibbs-Duhem en todo el
rango de interés y de estudio.

9 Conclusiones

Se ha derivado una ecuacién para la densidad de soluciones binarias de
sacarosa-agua en funcién de la concentracién masica porcentual (Bx) y la
temperatura, que es termodinamicamente consistente y que permite obtener
una solucion determinada en volumen y concentracién masica a partir de
medidas volumétricas de soluciones conocidas, resolviendo de esta manera el
problema abordado y comin en plantas industriales.

Esta ecuacion, que es consistente desde un punto de vista termodinamico,
fue determinada con base a medidas experimentales disponibles en la literatura
técnica y ajustada a ecuaciones de grado superior por sus autores, como
dependientes de las concentraciones volumétricas.

Notacion

a, b, ¢ = vectores columna de coeficientes de la Ecuacién [5]
Bx, Br = grados Brix

co= matriz de coeficientes de la Ecuacién [10]

m= masa

P = Presién

S = Concentracién volumétrica de sacarosa

T = Temperatura

v = Volumen especifico

<l

= Volumen parcial
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x = fracciébn masica

Letras griegas

p= densidad de las soluciones
¢ = funcidn definida por la Ecuacion [8]

Subindices

a = se refiere al agua

1 = se refiere al componente i

j = se refiere a todos los componentes menos el 1
s = se refiere a la sacarosa

Superindices

E = se refiere al una propiedad de exceso
id = se refiere al comportamiento ideal
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