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Resumen: Una vez explicitado el nexo entre los operadores de una logica p-
multivaluada (p primo) y el anillo de polinomios Zy[x, y], se demuestra de forma
algébrica que la légica a 3 valores IGR3 admite como operador de tipo Sheffer al
operador [x;y] = 1+ 2(x%y + xy?).
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Abstract: Defined a functor from a p-multivalued logic (p prime) and the
polynomial ring Zp [x, ], it is demonstrated by algebraic arguments the existence
of a Sheffer operator in the 3-valued logic IGR3: [x; y] = 1 + 2(x2y + xy?).
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1. Introduccion

Desde hace ya tiempo, el establecimiento de una teotfa coherente sobre una
légica con mas de dos valores ha atraido la atencién de algunos investigadores
filésofos, matematicos, o petitos de otras disciplinas en los que la 1égica bivalente
parecia insuficiente. Algunos intentos llegaron lejos (Lukasiewicz, Kleene, Post,
Pierce, Chang).

En Bolivia, el Ing. Ivin Guzmin de Rojas se ocupd en el estudio de la
estructura matematica de la lengua aimara. Como resultado del acercamiento que
realizé entre la linglistica y la formalizacién del razonamiento deductivo, Guzman

! Llamada asi en honor del cientifico boliviano Ivan Guzman de Rojas quien estableci6
que el idioma aimara la integra de forma natural en su gramatica.
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de Rojas establecié la existencia de un anillo algébrico relacionado con la logica
trivalente de ese idioma.

El hecho de poner en evidencia el uso de una légica a tres valores en una
lengua natural humana fue por si solo sorprendente pues por lo general (segtn lo
que sabemos) las lenguas occidentales se conforman con gramaticalizar la logica
bivalente que elimina la posibilidad de una ambigiiedad incémoda, tomando la
asignacion de soélo dos alternativas para toda proposicion dentro de una
argumentacion: verdadera o falsa. Ese el famoso principio del tetcero excluido.

Segin Guzman de Rojas, la lengua aimara se estructuré de manera distinta,
pues ha integrado plenamente en su gramatica la duda como tercer valor légico. El
analisis de los sufijos gramaticales de la lengua andina (el aimara es una lengua
aglutinante) es suficiente para convencerse de ello, como lo demuestra el
mencionado cientifico boliviano.

Ciertamente no es facil, para quien razona apoyandose en el principio del
tercero excluido, entender las inferencias que admiten la duda como parte
integrante del pensamiento deductivo.

Este articulo no pretende hacer un paralelo entre el aimara y las lenguas
occidentales, sino simplemente formalizar algunos aspectos de la 16gica trivalente,
sin referencia directa al idioma aimara, y extender la estructura de la misma a unas
légicas multivaluadas que vamos a llamar 1égicas IGRp, como un reconocimiento
para quien inici6 la investigacion sobre esta apasionante teorfa.

2. Generalidades

Los valores logicos 0 y 1, provistos de las operaciones + y -, forman lo que se
llama comunmente el cuerpo o campo conmutativo Zo.

En la légica trivalente, es bien conocido que los conectivos posibles
(operadores binarios) no son 16, ni los operadores unarios 4, como lo son en la
légica bivalente, sino pasan a ser 19683, mientras que los operadores unatios pasan
a ser 27.

Hace unos cincuenta anos atrds, Lukasiewicz? basindose en una eleccién
intuitiva pero arbitraria, con la voluntad de “extender” la logica bivalente a una
trivalente que de cierta manera contenga a la primera, definié un operador binario

2 (Indicaciones biograficas sobre Lukasiewicz)
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que cumplia la funcién de la implicacién. Al hacerlo, encontré que no todos los
teoremas logicos clasicos permanecfan validos. Si bien, era razonable que el
principio del tercero excluido desapatezca, parecia perjudicial que el modus ponens
o la transitividad de la implicacion resulten invalidas.

Posteriormente numerosos matematicos abundaron en propuestas alternativas
pero siempre con resultados apatentemente insatisfactotios. Lo que si sali6 a la luz,
de forma inequivoca, fue el hecho de que en todos los intentos se hacfa una
eleccién que pese a todo se sentfa arbitraria.

La pregunta que nos planteamos entonces es la siguiente:

¢Existe una manera natural de extender la lggica bivalente en una trivalente?

El valor de la investigaciéon de Ivan Guzman de Rojas reside en la respuesta
que da a esa pregunta:

8%, existe una forma natural de encarar esa extension y la clave se encuentra en la lengna
aimara ) en particular en el aimara sovi.

Como punto de referencia, recordemos que Chang® en un intento de
formalizar los trabajos de Lukasiewicz, definié una extension estructurada de la
légica bivalente a una polivalente: la MV-algebra, una 16gica #-valuada, con # un
numero natural cualquiera. En el trabajo que exponemos a continuacién, fue
menester restringir #, para tomar sélo los numeros primos p. Esta restriccién se
origina en el hecho de que existe una biyeccién natural entre los operadores unarios
del conjunto que llamamos /Jgica IGRp y los polinomios a una variable a
coeficientes en el cuerpo Z,, y otra biyeccidn, igualmente natural, entre los
operadores binarios de la légica IGRp y los polinomios a dos variables a
coeficientes en el cuerpo Z, La demostracién de este hecho desarrollada a
continuacion, se sustenta en algunos resultados de los matematicos europeos
Alejandro Tedfilo Vandermonde (1735-1796) y Leopoldo Kronecker (1823-1891)5.

La principal consecuencia, resultado que justifica por si solo el trabajo
realizado, es que ahora sabemos de que es posible “razonar” con una logica
multivaluada de manera totalmente similar a lo habitual con una bivaluada siendo
posible comprender un sistema de proposiciones con p valores logicos de una

37,
4 (Nota biografica de Chang)
5> (Nota biografica sobre Vandermonde y Kronecker)
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manera equivalente a la de resolver un sistema de ecuaciones en un anillo de
polinomios.

3. Remembranza Técnica

Como se mencioné anteriormente, algunos investigadores (Kleene,
Lukasiewicz, Pierce) propusieron extensiones trivalentes para ciertos conectivos
l6gicos. Kleene, por ejemplo propuso las siguientes:

x|3? A|011V01i:>01i
o/t oflo o o0 of0o1 i o0f1 1 1
1{o0 1|0 1 i 1|1 1 1 1]10 1 i
Lty vtyjo @ i dif|io1i il 1 i

Las cuales definen la negacién, la conjuncién, la disyuncién y la implicacién. El
valor i es obviamente el tercer valor 16gico. Esta extension se basé en la intuicion
del autor y las consideraciones consecuentes del estudio efectuado por Lukasiewicz.

Posteriormente, Chang estructurd la propuesta de Lukasiewicz dando lugar a
una teorfa formal: las MV-algebras.

Una MV-ilgebra es una estructura (M,@,-,0) cuya base es un monoide
conmutativo al que se le imponen las condiciones adicionales:

ddx=x

x@P1=

Todas las propuestas de extensién de la logica bivalente en una trivalente,
encontraron ciertas aparentes dificultades para comprender el hecho de que, en
algunos casos, el silogismo modus ponens se invalida y, en otros, la transitividad de la
implicacién no es una tautologfa. Para salvar el problema se puso incluso en tela de
juicio el concepto de tautologia y el de contradiccion.

El verdadero problema era el de saber cudles propiedades conservar y cuiles
desechar. Es decir el de encontrar una manera natural para definir la extension
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deseada, pues, sin la cualidad de naturalidad, se tenfa la tentacién de atribuir las
incoherencias a una mala elecciéon de los conectivos elegidos para emprender la

extension.

Guzman de Rojas, al estudiar el idioma aymara, observé que esta lengua habia
incorporado a su estructura una légica trivalente basada en tres valores, -1=falso,
0=dudoso y 1=verdadero, la cual utilizaba los conectivos:

+ | -1 0 100 1
-Lfp1 -1 0 1)1 0 -1
0of-1 0 1 ol o o o
110 1 -1 -1 -1

El lector ha seguramente reconocido la adicién y multiplicacién del anillo Zs.

La naturalidad de una logica basada en este anillo comenzaba a ser evidenteS.
Guzman de Rojas observé que los operadores binarios de la légica trivalente
aymara se construyen en base a los operadores unarios de la siguiente manera:

k(x,y) =p(x) +q(y) + r(xy)

Donde p,q y 1 son operadotes unarios, + la adicién en Z3 y k el operador
binatrio definido en base a aquellos. De este hecho, Guzman de Rojas dedujo que
existe una relacién estrecha entre los operadores binarios y los polinomios a dos
variables del tipo:

k(x,y) = ag + a1 x + a;x? + asy + a,y? + asxy + agx?y?

con a; un elemento de Z3. Esto le permitié afirmar que la resolucion de los
problemas inferenciales en una logica trivalente se puede obtener por métodos

6 Nos ha sorprendido constatar que la lengua aimara (o su constructot, si acaso nos
inclinamos a pensar que se trata de una lengua construida) incorpora el manejo del grupo S,
pues los sufijos wa, ka, #, kati, titi y fika, se combinan siguiendo la ley de composicion de ese

grupo (o mas bien forman un grupo isomorfo a S3).
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puramente algebraicos. Pero con sélo ese tipo de polinomios la sugerencia de
Guzman de Rojas no establecia una biyeccion entre operadores y polinomios.

Para obtener tal biyeccién era preciso “extender” la idea de Guzman de Rojas

asociando a fdo operador binario un polinomio a coeficientes en Z3 del tipo:

k(x,y) = ag + a;x + a,x? + azy + azxy + asx?y + agy? + a,xy?
+ agx?y?

Lo que realmente establece una biyeccién entre ambos conjuntos (operadores
y polinomios). En efecto a la operacién binatia.

a:Z3 X Zz = Zz tal que a(x;y) = @y

asociamos el polinomio:

=Y — 2 2
a(x;y) =agotajg x+azy - x*+ag; y+a,xy+ay;-x“-y+ag,
“y2 C ey 2 v a2 a2
Yotaqx 'y taz x°y

Cuyos coeficientes @; j se encuentran como resultado de la aplicacion de una
“matriz de traspaso” O3 al vector formado por los valores @;;; colocados en el

orden [ +j - p.

La demostracion de la biyectividad pasa, estd claro, por el calculo del
determinante de una matriz. En nuestro caso el de la matriz descrita a continuacién:

Y ol T e e N
N = ONRFRONRO
R R OR R OR RO
NNNR R RO O
R NONRFR OO OO
NNOR R OO OO
R R PR R PO O
N R ONR OO OO
_ R OR PR OO0 OO

que es la matriz que asocia a cada polinomio un operador binario, la cual no es
otra cosa que el producto de Kronecker

1 0 0 1 0 0
11 1|®[1 1 1
1 2 1 1 2 1
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Observamos ademas que cada uno de los factores es la matriz de

1 0t 02
Vandermonde [ 1 1! 12 | médulo 3.
1 2t 22

Hecha dicha cortreccién, la tentacion inmediata fue la de extender la logica
trivalente (y por ende la bivalente) en una polivalente que conservase la flexibilidad
y naturalidad de la l6gica IGRs. Satisfacer esta tentacién (es decir, establecer el
caracter functorial de la correspondencia) fue posible gracias a los resultados
establecidos por el matematico aleman Kronecker en el area del calculo tensorial.

Asi pues, pudimos asociar a cada operador binario de una logica a p valores
(con p ptimo) un polinomio a dos variables y a coeficientes en Z,. La imposicion “p
primo” viene de la necesidad de trabajar sobre un campo conmutativo. El

polinomio asociado es

p—1p-1
a(x:y) = Z Z a; jx'y’

j=0i=0

La matriz de traspaso Oy, sera la inversa del producto:

1 0 0 0 .. 0 1 0 0 0 .. 0
11 1.1 11 1.1
12 o2 2 L o 12 o2 @ o
1 3 ®l1 3

3 3?33 3 3?33

1 p-1 (p-1)° (p-1)° .. (p-1)77] |1 p-1 (p-1)° (p-1)° .. (p-1)7]

La matriz Op existe pues, es la inversa de un producto de Kronecker
(correspondiente del producto tensorial de las aplicaciones lineales asociadas) de
dos matrices de Vandermonde. Se establece que su determinante es no nulo
mediante la férmula

|A ® B| = |A[P - |B|P

Es mas: O no es otra cosa que el producto de Kronecker
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1 0 0 0 o 0 -1
/1 1 1 1 . 1 \
1 2 22 23 .. g1
Op"| 1 3 32 33 .. 3p1 |

\i @-1 @-1° @p-1° -~ (p— 1P

1 0 0 0 e 0 -1
/1 1 1 1 e 1 \
2 1 2 22 23 v 2p-1
1 3 32 33 e 3p-1
1 -1 @-D* @-1D° - @-D

Lo que demuestra la biyectividad de la correspondencia establecida. Queda asi
abierto un camino mnatural para el estudio de las légicas multivaluadas y, sobre
todo, para la resoluciéon de un sistema légico p-multivaluado a través de la
resolucion de un sistema de ecuaciones polinomiales a coeficientes en Z,. Esta
ultima tarea es ardua para un humano, pero no para una computadora. Por ello
apostamos por una aplicacién benéfica a los sistemas expertos.

4. Elcriterio de Slupeki

Un problema, que ha sido sujeto de interés para los matematicos dedicados al
estudio de la Lbgica, es el de determinar si un conjunto de operadores, en una
légica dada, es o no funcionalmente completo.

En una légica proposicional trivaluada existen 19683 operadores logicos, a
diferencia de la légica bivaluada, en la que existen tan sélo 16 operadores binatios y
4 unarios. El intento de ir probando, uno a uno, todos los conjuntos de operadores
posibles de una légica trivaluada, hasta hallar uno que sea funcionalmente
completo, requiere mucho tiempo. Incluso si escogemos un conjunto al azar,
probar que es funcionalmente completo de manera “manual” es entrar en una labor
tediosa y prolongada que ademads contiene una alta probabilidad de fracaso. De ahi
que es menester llegar a una generalizacion de los criterios de un conjunto que sea
funcionalmente completo. Uno de los teoremas mas ttiles para esto es el criterio de

Slupecki:
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Teorema de Slupeki ([Stupeki, 1939]). Sea m =2, meN. Si F es un
conjunto de operadores logicos a m valores, que contiene todos los operadores
unarios y al menos una funcién esencial” entonces F es funcionalmente completo.®

Nuestro objetivo ahora es encontrar un operador de tipo Sheffer en la logica
IGR3, es decir encontrar un operador tal que todo conjunto que lo contenga sea
funcionalmente completo.

Gracias a la biyeccion establecida entre los operadores de la logica IGR; y los
polinomios en Zz[x; y], es posible adoptar un enfoque algebraico. Evidentemente
utilizaremos como apoyo el criterio de Slupecki. Sin embargo, la demostracién que
se plantearemos sera independiente del criterio de Slupecki, ya que pretendemos
dar un sentido totalmente algebraico a este problema tipico de la 1égica, obteniendo
un tratamiento conceptualmente mas simple que el habitual en el calculo
proposicional.

A continuacién, traduciremos el planteamiento del problema propuesto a un
lenguaje algebraico.

5. Tratamiento algebraico del problema
Sea Ky = K[xq, ..., Xp] un anillo de polinomios, con K un cuerpo y sea
F C KO:

Definicion 1: Sea peKj , se dice que p es construible con F, si se cumple
alguna de las siguientes condiciones:

1. p=x;
2. p=po(P1, ..., Pm) tal que p;€ F o p; es construible con F
Nota: Como puede observarse la definicién anterior es recursiva

Definicion 2: Se dice que A € Ky es una construccion polinomial, si todos los
elementos construibles con A, pertenecen a A.

Remarca: K; es una construcciéon polinomial porque, por definicién, una
construccién polinomial es un subconjunto de Ky, entonces de manera necesaria
todos los elementos construibles con Ky tienen que pertenecer a K.

7 Una funcién, de una légica proposicional m-valuada, es esencial si es un operador a m
valores que depende de al menos dos variables.
8 Una demostracion de este teorema se encuentra en Urquhart, 2001.
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Definicion 3: Sea B C Ky , la dansura polinomial de B, es la construccién

polinomial mas pequefia que contiene B. Es equivalente a definir la clausura

s[4

BEAi

polinomial como?:

Donde 4; es una construccion polinomial.
Definicién 4: Sean A, B € K, , si B = A se dice que B generaa A.

Definicion 5: Se dice que una construccién polinomial A es principal si Ap € A

tal que {p} = 4, es decir que {p} genera A.

Proposicion 1: Sea A C Ky , si los elementos de Ky son construibles por A,
entonces A genera a K.

Demostracion: K, es una construccién polinomial por la remarca de la
definicién 2, y es la construccién polinomial mas pequefia que contiene a A, si
existiera una construccion polinomial B C Ky que contiene a A , necesariamente
existitfa por lo menos un pe {Ky \ B} que no es construible con B. Como p € K,
, entonces P es construible por A |, por lo tanto p € B, llegando a un absurdo. Se
concluye entonces que {A} = K,. Es deir, que {A} genera a K.

Observacion:

El problema de encontrar un operador de tipo Sheffer en IGR3, se traduce en
mostrar que Zz[x; ¥] es principal, es decir que existe un polinomio p € Zz[x; y] tal
que {p} genere a Z3[x;y].

Resolucion del problema

1.1 Proposicién 2: Sean p, q € Z3[x;y] . Entonces el conjunto {1,p-q,p +
q} © Z3[x;y] generaaZs[p;q]

Demostracion:

La interseccion finita de construcciones polinomiales es una construccién polinomial
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Primero se mostrara que todos los polinomios de Z3[p; q] son construibles
por {1,p-q,p+q} . Se sabe que cualquier polinomio de Zz[p;q] tiene la
siguiente forma:

2

§ § ai,jpiqj = ag + a1,0P + az0P* + Gg1q + a11Pq + a21P*q + a9 2q°
=0i=0
+ a;2pq% + az,p%q?

A mostrar que Z?:o Y2, ai,jpiqj es construible con {1,p-q,p +q}. En

efecto:
Denotemos porpg =1, p1 =p-q; p2 =p+q:
* p2(Popo) =1+1=2
e p2(p0,2)=2+1=0
¢ Como 0,1 y2 son construibles, a; ; € Z3 es construible.

. pl(al,o; p) =aop / las variables del anillo de polinomios son
construibles por la definicién 4, en este caso el anillo de polinomios es

Z3[p; q], y las vatiables p y q
o pilp.,p) =p°
o pi(g.@ =4
d Pl(az,o'Pz) = az,op2
* DN (aO,qu) =0ap14
* D1 (al,l'p) =a1p
° P1(a1,1p, Q) = a1 pq
® P1(a2,1'P2) = a2,1P2
° P1(a2,1PZIQ) = az1p*q
° P1(a0,2:q2) = ag2q°
e pi(aizp) =azp
e pi(aszp, q*) = a1,2Pq2
b P1(a2,2:P2) = az,zp2
° P1(a2,2P2:q2) = ay,0%q*
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Sumamos por medio del polinomio p, =p + q, los polinomios que se
mostraron construibles: Qo0, Q10D Az0P% Qo1q, A11Pq, Az1P%q,
2 2 2,2 -
Qp29°,a1209°, Ay ,P“q", obteniendo:

Qoo + AP + Azp? + Ag1q + a11Pq + a210%q + a9 2q* + a1 ,pq?
+ az,p%q”

Por lo tanto, se concluye que todos los elementos de Zz[p; q] son construibles
con {1,p+q,p-q} y por la proposicion 1 deducimos que {1,p+q,p"q}
generaa Zz[p; q].

Remarca: Si sustituimos ap = x y ¢ =y, se concluye que {1,x +y,x "y}
genera a Zz[x; y].

1.2 Proposicion 3: {1 + 2x%y + 2xy?} genera a Zz[x; y]

Demostracion:

Denotamos por [x; y] = 1 + 2x2y + 2xy? (10 Previo a la demostracion, se
mostraran unas propiedades del polinomio [x; y]:

Propiedad 1: Sea p € Z3[x;y], [p;pr] =1+ p. En efecto !!:

p;p]l =1+2p%p+2pp?=1+2p+2p=1+p

Propiedad 2: Sea p € Z3[x;y] construible con [x;y] entonces 1 +p, 2 +p
son construibles con [x; y].

En efecto:

Por la propiedad 1, [p;p] =14+ p , de donde 14 p es construible con
[x; y].
Por la propiedad 1, [p + 1, p+1] =1+ 14+ p =2+ p,de donde, 2+ p es

construible con [x; y].

10 Caso para p = 3 del polinomio definido por Pino para Z,[x,y]: [x,y] =1+ (p —

D EpafyPr.

11 Aqui se utiliza el pequefio teorema de Fermat (Sea a € N, p un nimero primo, entonces
a? = a (mod p)), en particular a® = a (mod 3). Si multiplicamos esta congruencia por a
se obtiene a* = a? (mod 3), en general para las potencias pares a** = a? (mod 3) .
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Para la demostracion de la proposicion, probaremos los siguientes incisos:

i) Sea p € Zs[x;y] construible con [x;y], entonces, los elementos de

Zs[p] = {ag + a1p + a,p?|a;€Z3} son construibles con [x; y].

Existen 27 posibles polinomios de esta forma, que son construibles con

y1}, en efecto:

- Por condicién, p es construible, porlo tantop + 1y p + 2 son
construibles con [x; ¥] (por la propiedad 2).

- [M+ppl=1+20+p)?p+2(0+p)p?>=1+2p(1+2p+p?) +
2p%2(1+p) =1+ 2p+p?+2p+2p%+2p =1 .Entonces los
polinomios 2 y 0 son construibles con [x; y] (por la propiedad 2)

- [p;1]1 = 14 2p? + 2p. Por lo que, 2 + 2p? + 2p y 2p? + 2p son
construibles con [x;y] (port la propiedad 2)

- [p;2] =14 p?+2p. Dedonde, 2 + p? + 2p y p? + 2p también son
construibles con [x;y] (por la propiedad 2)

- p+11]l=1+2p+ D2 +2(p+ D) =1+2@p*+2p+ D) +2p+
2=1+2p*>+p+2+2p+2=2+2p% Entonces 2p? y2p* + 1es
construible con [x; y] (por la propiedad 2)

- p+12l=1+(@+ D2 +2(p+ 1) =14+p*+2p+1+2p+2=
14 p + p? Porlo tanto, 2 + p + p? y p + p? son construibles con
[x;¥] (pot la propiedad 2)

- [p+21]=1+4+2(p+2)?>+2Q+p)=1+21+p+p?>)+1+
2p=14+2+2p+2p*+1+2p=1+p+ 2p% Entonces, 2 +p +
2p? yp + 2p? son construibles con [x;y] (por la propiedad 2)

- pP+22l=1+(@+2)?24+2Q+p)=1+A+p+p>)+1+2p=
p?. Entonces p? + 1, p2 + 2 son construibles con [x;y] (por la
propiedad 2)

- Yase mostré que 1 4+ p2, 1 + p + 2p? son construibles con [x;¥], de
donde [1+p%,1+p+2p?]=1+2(1+pH)?(1+p+2p?) +



74+ Pino O. & Morales Z.: Un operador de Sheffer en la 16gica IGR3

20+pHA+p+2p®)2=14+21+p+2pH)+2(1+pH) =1+
2+ 2p+p%+2+2p% =2+ 2p es construible con [x; y], por lo tanto
2p y 2p + 1 son construibles con [x; y].

Remarca: Ya que x € Z3[x; Y] es construible con [x;y] por ser variable,
sustituimos p = X, mostrando que los elementos de Z3z[x] son construibles con
[x; ¥]. Los elementos de Z3z[x] equivalen a los operadores unarios en IGRs.

Ahora mostremos que los polinomios a dos variables son construibles con
[xy]-

ii) El polinomio p = 1 es construible con [x; y]

El polinomio p = 1€ Z3[x] y en el inciso i) se mostré6 que {1+ 2x2%y +
2xy?} genera a Zs[x], por lo tanto, todos sus elementos son construibles con
{1 + 2x%y + 2xy?} incluyendo el polinomio p = 1.

iii) Sean p,q € Z3[x;y] construibles con [x;y], entonces el polinomio

D - q es construible con [x; V].

Previo a la demostracion:

Lema 1: Sean p, g€ Z3[x], tales que p> =p y q% =q, entonces [p; q] =
1+ pgq.

Demostracion:

[p;q]l = 1+ 2p%q +2pq? = 1+ 2pq + 2pq = 1 + pq

Notar que si P, qe Zs[x] tales que p?> =p y q% = q son construibles con
[x; y], entonces [p; q] = 1 + pq, es construible con [x; y].

Lema 2: Sean p, g€ Z3[x], tales que p> =1 y q? =1 entonces
il =1+2(+q)
Demostracion del lema 2:

[piql =14 2p*q+2pq* =14+2q+2p=1+2(p +q)

Notar que si P, q€ Zz[x] tales que p> =1 y g? = 1 son construibles con
[x; y], entonces [p; q] =1 + 2(p + q), es construible con [x; y].
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Demostracion de iii)
Py q es construible / por condicion
p%y q? es construible con {[x; y]} / por i)

=14 (pq)? es construible / por el lema 1, ya que (p?)? = p? y (q?)? =

q2

[p,q] = 1+ 2p%q + 2pq? es construible / por definicién

= 2p%q + 2pq? es construible / por la propiedad 2

= Z[2p%q + 2pq?] es construible / por i)

= (2p?%q + 2pq?)? = 2pq + 2p?q? es construible

= s =2+ 2pq + 2p%q? es construible /por la propiedad 2

Observamos que 72 = 1 y 5% = 1, en efecto:
r?=(1+®9?**=1+2(p9*+ [@9* =1

s? = (1+2pq+2p*q*)* =1+p*q* +p*q* + pq +p*q* + 2pq = 1
= 14 2(r + s) es construible / por el lema 2

Pero 142(r+s)=1+2(1+ (Pq)?*+2+2pqg +2p*¢>) =1+
2(2pq) = 1+ pq y entonces pq es construible con [x; y] por la propiedad 2.

= pq es construible con [x; y].

Remarca: Sustituyendo p = x y q = ¥, se concluye que X * Y es construible
con {[x; y]}.

iv) Si p,q € Z3[x; y] son construibles entonces el polinomio p +q es

construible con [x; ¥]. En efecto:

Sean1,s,t € Z3[x; Y], polinomios construibles con {[x; ¥]}

t*s es construible / por el inciso iii)

1+t s es construible / por la propiedad 2

t-(1+t-s) esconstruible / por el inciso iii)

Tomamos t =1+72 que es construible por el inciso i), que tiene la

propiedad que t? = 1, de donde:

t-(1+t-s)=A+r> )1+ 1 +7%)-5s)
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=(1+7r)+ A +1r?)%s=1+1%2+5 es construible con [x; y].

Tomamos ahora 7 =2p%2+p ,s=2+p?+q que son construibles con
[x;¥], por las consideraciones precedentes y sustituyendo en 1+71%+s, se
obtiene:

1+7r2+s=1+Qp*+p)*+2+p*>+q=1+2p*+p+2+p*+
q=ptq

Entonces p + q es construible con [x; y].

Remarca: Sustituyendo p = x y ¢ = ¥, se concluye que x + ¥ es construible
con [x; y].

Resumiendo, tenemos que los elementos de Zsz[x;y] son construibles con
{1,x +y,x -y} (por la proposicién 2), por otra patte, los elementos de {1,x +
¥, x * ¥}, son construibles con [x; ¥] (como se mostrd en los incisos ii), iii) y iv)).
Por lo tanto, los elementos de Zz[x; y] son construibles con [x; y], por medio de
la proposicion 1, se concluye entonces que [x; y] generaa Zz[x;y].

121  Corolario: Z3[x;y] es principal

Un operador de tipo Sheffer para la l6gica IGR3

Zs[x;y] es principal en el sentido definido precedentemente, es decir se
encontré un polinomio p =1+ 2x2y + 2xy? tal que {1+ 2x2%y + 2xy?}
genera a Zz[x;y], esto quiere decit que, con tan solo este polinomio, se
construyen por evaluaciones sucesivas los 19683 polinomios que existen en

Z3[x; y].

Gracias a la biyeccién entre Zz[x;y] y IGR; se puede encontrar la pre-
imagen de este polinomio, que serd el operador de tipo Sheffer para la 16gica IGRs3.
Este resultado cierra el problema que nos planteamos al inicio del presente articulo.
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