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RESUMEN

Se estudia la sincronizacién en conjuntos de tres tipos de osciladores de relajacién
globalmente acoplados por pulsos. El estudio estd restringido al caso de osciladores
idénticos y se consideran acoplamientos globales con la aproximacién de campo medio
y del tipo dependiente con la distancia entre osciladores. Las caracteristicas de los
osciladores son tales que se va desde una situacién de osciladores fotocontrolados reales
y simplificados descritos en [1][2] a osciladores idealizados de integracién y disparo [3].
Para el estudio de la sincronizacion, se utilizan los criterios del perfodo y de la diferencia
de fases introducidos en [4][5]. Finalmente, se analizan y comparan las duraciones de los
transientes para todos los casos estudiados asi como su relacién con la probabilidad de

sincronizacién total.

Descriptores: Sincronizacién, Acoplamiento Global, Comportamientos Colectivos.

1. INTRODUCCION

La sincronizacién en conjuntos de osciladores acopla-
dos ha merecido la atencién de muchos cientificos so-
bre todo a partir del s. XX. A. Winfree publica en 1967
un articulo en el que hace un anilisis de poblaciones de
osciladores de relajacién generalizados a los cuales los
relaciona con ritmos bioldgicos [6]. En 1975, C. Peskin
formula un modelo para el marcapasos cardiaco en base
a osciladores inspirados en circuitos RC [7]. R. Mirollo
v S. Strogatz publican en 1990 un articulo en el que
introducen un modelo simplificado denominado oscila-
dor de integracién y disparo (integrate-and-fire oscilla-
tor) que se constituye en un paradigma de osciladores
que se acoplan y sincronizan por medio de pulsos [3];
este modelo permitié la explicacién de la sincronizacién
en sistemas tales como luciérnagas, células cardiacas y
neuronas entre otros. Numerosos trabajos han sido con-
sagrados a estudiar acoplamientos globales entre diferen-
tes tipos de osciladores. Asi, se pueden citar investiga-
ciones relacionadas con neuronas [8][9], con junturas de
Josephson [10][11], con sistemas quimicos [12][13] o sim-
plemente con mapas [14][15][16] y osciladores en general
[17][18][19]. En el presente articulo nos concentramos en
tres tipos de osciladores que parecen tener una gran si-
militud entre si ya que todos son osciladores de relaja-
cién y su dinamica es tal que tienen un comportamien-
to pulsitil. Son justamente los pulsos que posibilitan el
acoplamiento en ensambles de cada uno de estos tipos
de osciladores. En este articulo, se estudia y caracteriza

el comportamiento sincrono en configuraciones de aco-
plamiento global con una aproximacién de campo medio
(Fig. 1(a)) y en la situacién m4s real de una dependencia
del acoplamiento con la distancia (Fig. 1(b))!. En § 2 se
describen los osciladores y se contextualizan los mismos
de manera que los resultados obtenidos puedan ser com-
parables. En § 3 se presentan los resultados relacionados
con la sincronizacion total de los conjuntos de osciladores
considerando los criterios de sincronizacién del periodo
y de la diferencia de fases introducidos en [4][5] y consi-
derando un acoplamiento con la aproximacién de campo
medio (§ 3.1.1) y otro del tipo dependiente con la distan-
cia (§ 3.2.1). Asimismo, en § 3.1.2 y § 3.2.2 se comparan
los transientes (intervalos de tiempo en los que se alcanza
la sincronizacién estable de la poblacién total de oscila-
dores) para las situaciones de acoplamiento mencionadas
anteriormente. Finalmente, en § 4 se discuten los resul-
tados y se hace una critica a los modelos simplificados
que en algunas ocasiones pueden conducir a resultados
no muy concordantes con la realidad; también se dan las
perspectivas de esta investigacién.

2. OSCILADORES DE RELAJACION PULSATILES

Los osciladores de relajacién fueron denominados
asf desde los trabajos pioneros de van der Pol en 1926. La
caracteristica esencial de estos osciladores es la de tener
dos escalas de tiempo, en las que tienen lugar movimien-

1La Fig. 1 fue obtenida utilizando el programa. especializado en
diagramacién de redes ©yEd Graph Editor.
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Aqui, B;; y 6;; tienen el mismo significado que en el caso
de los LCOs. Como se pretende hacer una comparacién
de los LCOs e IFOs, expresaremos las ecuaciones que
describen a los IFOs y sus acoplamientos en términos de
las mismas variables que los LCOs, lo que da:

Bl NVas -V, =1, N, (®)
con 1 )
r_ — J

A= (Rxi +2R,i)C; 14 RyCN’ ©)

siendo el intervalo de wvariacion del voltaje

V—3Mi <V < %ﬁ Ademsds, cuando existe acoplamiento
entre IFOs, se tendré:

Si ‘/j(t)=%
3
2Wars al
Vi(t") = min ﬂ,Vi(t)'l'Zﬂij(sij » Vi#E ]
3 =

(10)
Utilizando (8), se puede calcular el perfodo natural de un
IFO de este tipo que coincide con (3), es decir, el de un
LCO. Con lo anterior, se pueden comparar los resultados
a obtenerse con LCOs e IFOs.

3. SINCRONIZACION TOTAL EN LCOS E IFOS

Para nuestros fines, el término sincronizacién total,
se refiere a la situacién en la que todos los osciladores
de una determinada poblacién llegan a sincronizarse de
forma estable. Para el andlisis, utilizaremos la probabili-
dad de sincronizacién total (PST) para cada poblacién
de osciladores. La PST estd en relacién al porcentaje de
experimentos numéricos en los cuales se alcanza la sin-
cronizacién total. Para el andlisis, se utilizan dos crite-
rios de sincronizacién cuyos detalles estdn especificados
en [4][5]: el criterio del periodo (CP) y el criterio de la
diferencia de fases (CDF). El CP solamente exige que los
periodos de todos los osciladores de un determinado en-
samble tengan el mismo periodo para poder referirnos a
la sincronizacién total, en tanto que el CDF, ademds de
la igualdad de periodos, exige que las diferencias de fase
entre los osciladores sea practicamente nula; es decir, que
los osciladores emitan sus pulsos casi simultdneamente.
Ademds, tomamos poblaciones que van de 2 a 25 osci-
ladores idénticos, para las cuales hacemos experimentos
numéricos considerando acoplamientos con una aproxi-
macién de campo medio y acoplamientos que dependen
de la distancia entre los osciladores segin la relacién ex-
puesta en [34]. Los tipos de osciladores con los cuales
trabajamos son: LCQOs, LCOs simplificados (consideran-
do que el tiempo de descarga es constante) e IFOs.

3.1. Aprozimacion de campo medio

En este caso, se considera que todos los osciladores
estan acoplados de la misma manera y con una intensi-
dad de acoplamiento comin para todos % y como el
acoplamiento es global, d;; = 1. Por otra parte, como se

consideran osciladores idénticos, las cantidades A\, vy Vs
son iguales para todos los osciladores y como se tienen N
osciladores, los indices en las ecuaciones 7,5 = 1,..., N
deben ser diferentes i # j. Las ecuaciones para cada uno
de los tipos de osciladores con los cuales trabajamos son:

LCOs. Las ecuaciones que describen el acoplamiento
global entre N LCOs vienen dadas por:

dvi(®)
dt

= A(Var = Vi(®))ei(t) — 7Vi(®)[1 — ei(t)]

4 Peet N—1—§N:e-(t) (11)
N — I ’
=

donde se hace el cociente entre N con el fin de tener
un comportamiento razonable en el limite termo-
dindmico (N — 00).

LCOs simplificados. En este caso, se considera que
la descarga no se modifica y consecuentemen-
te, el tiempo de descarga serd también constan-
te (ty = R,CIn2). Las ecuaciones que describen el
acoplamiento global de este tipo de osciladores son:

W) _ i — v
o = Vu —Vi@))et)
+ % N-1- Zej @) | } &@)—Vit)[1—ei(t)]

(12)

IFOs. Para el acoplamiento global de estos osciladores
considerando una aproximacién de campo medio se

tiene: avi(t)
D N -Vil,  (3)
con la condicién que
2
St V(1) = 2

2V

N
1
(+1) — mi 277 il ..
= V;(t") = min 3 ,Vz(t)-l-Njgzlﬂu )

Vi # j. (14)
Aqui se debe aclarar que el acoplamiento entre IFOs
tiene que ser mayor que el acoplamiento Gres que
se ha utilizado para los LCOs en un factor ¢, =
R,CIn2 que es el tiempo de descarga de un LCO;
es decir, el tiempo durante el cual actiia un LCO
sobre otro. Asi, se tendré:

ﬂij = ﬂreft'y = ﬂrefR701n 2, Vi,j
v ademds, 1 # j. (15)
Los valores utilizados para los pardmetros

son: Var=90V, Ry=1000k2, R,=16kQ y
C = 0,47 yF.
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Figura 4. Transiente en funcién de N para (a)—(f) LCOs, (g)—(1) LCOs simplificados, y (m)—(r) IFOs utilizando el CDF. Se
trabajaron con seis valores para fres: (a), (g), (m) Bres = 100, (b), (h), (n) Brer = 166, (c), (i), (0) Brer = 200, (d), (§), (p)

Bret = 300, (e)a (k)a (Q) Bret = 400 y (f)a (l)a (r) Bret = 500.

garitmica de la forma #; = aln(N — 1) + b, como se ve
en la Fig. 3(c). Las tendencias citadas anteriormente se
corroboran de forma m4s clara en la Fig. 4, en la cual
se nota que para los LCQOs y para valores de Brs pe-
quefios (acoplamiento débil), se hace evidente el ajuste
a una funcién logaritmica de la duracién del transiente
en funcién de N (Fig. 4(a),(b),(g) y (h))

Por otra parte, la duracién del transiente en todos
los casos parece disminuir segiin una ley de potencias
con B de la forma

{ts) = aft +ec,

situacién que se muestra evidente en la Fig. 5.

3.2.  Acoplamiento dependiente de la distancia

Se estudi6 también el caso en el cual el acoplamiento
depende de la distancia entre los osciladores. Dado que
se trata de un acoplamiento global entre los osciladores,
para la investigacién numeérica, se planteé una “arena
cuadrada” de 50 x 50 celdas cuadradas, haciendo un
total de 2500 celdas, cada una de las cuales puede ser
ocupada por un oscilador. En el caso de los LCOs reales,
se determiné experimentalmente que el acoplamiento (3)
varfa con la distancia (r) entre los osciladores de acuerdo
con B ?lqj, donde se encontré que el exponente o toma

el valor de 2.11 [1]. Se supondrd que esta dependencia
es valida también para LCOs simplificados e IFOs. Las
ecuaciones que gobiernan el comportamiento de cada uno
de los sistemas de osciladores globalmente acoplados son:

dvi(®)
dt

= AVar — Vi(®))ei(t) = 7Vi@)[1 — ei(?)]

) SO o) S

i=1 K
LCOs simplificados.

dvi(t)
dt

= AV — Vi($))ei ()

+ | Bt é[l (0] (“ef)a 55| st
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— Vi)[1 — & (?)]. (19)
IFOs.
dv;(t
O v -l @)
con la condicién que
Si Vi) =2 =

V;(t*) = min
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Figura 7. Transientes y PST (proporcional al tamafio de los circulos) en funcién del nimero de osciladores N para (a) LCOs,
(b) LCOs simplificados y (c) IFOs, todos globalmente acoplados con un acoplamiento dependiente de la distancia entre los

osciladores.

Como se sefialé en § 1, a primera vista, los IFOs y los
LCOs parecen ser muy similares pero las pequefias di-
ferencias conducen en algunos casos a comportamientos
totalmente diferentes sobre todo cuando el acoplamiento
es dependiente de la distancia entre osciladores. Estos
resultados también sugieren la formacién de ctiimulos de
osciladores sincronizados en cada poblacién lo que podria
dar lugar a patrones espacio-temporales si se considera
que cada evento de encendido corresponde a la emisién
de un flash luminoso. Parece existir ademés una influen-
cia dada por la paridad en el nimero de osciladores que
hace que aparezca una especie de oscilacién en el creci-
miento del valor de la PST en funcién del niimero de
osciladores. El estudio de otras topologias de red se pre-
senta como una perspectiva interesante en el sentido de
analizar la influencia de la red en la sincronizacién de la
poblacién de osciladores
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