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RESUMEN

Se analiza el proceso de Ornstein-Uhlenbeck considerando dos tipos de potenciales
para la descripcién del crecimiento de capital acumulado z de un sector social sometido
a actividades delincuenciales. Se considera un modelo basado en teoria de juegos dife-
renciales para la interaccién entre la poblacién, los policias y los delincuentes, al cual
le asignamos un caracter estocéstico. Se resuelve la ecuacién de Fokker-Planck lo que
permite describir el comportamiento de la densidad de probabilidad de z en funcién del
tiempo. Se estudian dos escenarios socio-econémicos, considerando dos tipos de reaccién
(hostil y tolerante) de la poblacién frente a la delincuencia. Finalmente, se intenta hacer
una, correspondencia entre los aspectos termodindmicos y los socio-econémicos.

Descriptores: Procesos Estocasticos, Econofisica.

1. INTRODUCCION

Los métodos de la Fisica Estadistica han demostra-
do ser muy fructiferos y en las tltimas décadas ellos han
resultado ser también muy importantes en la investiga-
cién multidisciplinaria. Por ejemplo la ecuacién maestra
ademads de tener aplicaciones en termodinamica, en la
teoria de léseres [1], en la cinética quimica [2] e incluso
en ciencias sociales [3]. Asi, se puede citar el trabajo de
Helbing [4] en el cual se describe el cambio del compor-
tamiento de la poblacién afectada por un campo social.
Por otra parte, fenémenos tales como las actividades de-
lincuenciales y su efecto sobre la economia local han sido
modelados utilizando teoria juegos diferenciales [5]. En
este sentido, la propuesta es la descripcién del crecimi-
ento econémico sujeto a actividades delincuenciales des-
de una perspectiva estocédstica, inspirada en el hecho ya
mencionado del desarrollo que se tiene sobre la teoria, y
ademids de la posibilidad de extender el concepto del pro-
ceso de Ornstein- Uhlenbeck a sistemas socio-econémicos.
La delincuencia en general se ha visto presente en dife-
rentes paises, ya sean estos paises con economias desa-
rrolladas o paises que se encuentran en desarrollo, pero
que pasa cuando la delincuencia se quiere introducir en
una sociedad y tiene que corromper a las instituciones
de seguridad en el pais, jcémo se desarrolla esto en ca-
da estructura de diferentes tipos de sociedades?. En este
sentido analizamos dos escenarios, un escenario en el cual
vemos una sociedad la cual no acepta con facilidad a la
delincuencia, es més, se comporta de una manera hostil
ante ella, y otro escenario el cual se comporta de forma
tal, que no tiene mucho control sobre la delincuencia, se
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analizan estos dos casos de manera separada.

2. MODELO DETERMINISTA

Se considera a un comerciante que al tiempo ¢ tie-
ne un capital acumulado z(¢), el cual es completamente
invertido en su negocio. Sin la influencia de los delincuen-
tes, éste capital crece a una tasa constante q. Ahora, si
se considera la presencia de la delincuencia, al tiempo ¢
el comerciante es amenazado, por lo que tiene dos op-
ciones: rechazar o aceptar la demanda delincuencial. Si
la. demanda es rechazada, el delincuente procede con su
amenaza en un instante de tiempo posterior £+ A con
una probabilidad YT (A;eq, ep), siendo egq(t) el esfuerzo
del delincuente por mantener su demanda en pie y ep(t)
el esfuerzo de la policia por proteger al comerciante. La
demanda de los delincuentes estd representada por:

O = T(A; ey, ep)e%z(t), (1)
lo cual nos conduce a la acumulacién de capital en ¢t + A:
2(t+A) = eBa(t)(1 - T(Diegrey).  (2)

Para A — 0 se tiene

& = (q— fleg,ep))w, 3)
donde la tasa de amenaza delincuencial
flegep) = lim T(Aseq,e5)/A @

es la propuesta en [5]. La interaccién entre los delincuen-
tes, los policias y la poblacién estd basada en teoria de
juegos diferenciales. Asi, se consideran la funcional ob-
jetivo para los delincuentes:
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ma.xeg/ e Pt (0 — cy(ey))dt
0

= [ et atene) e, @
v para los policias
Fl(epreg) = Ko (epreg) — coleq))
F2epeq) = (1= R)(@ — Fep e0)o — colen),
maxe, [~ &P filepneg) + f2emepldt, (6)

donde cp(ep),cq(€g) son las funciones de costo para am-
bos jugadores,  es el pardmetro de corrupcion, el cual
describe el grado en el cual los delincuentes son capaces
de corromper a la policia y pg, pp son las tasas de des-
cuento temporal de ambos jugadores. Ademds, se tiene
la forma funcional para la tasa de amenaza,

f=Degreys (M
para la funcién de costo de los delincuentes

cqleg) = cgegg ) (8)

y para la funcién de costo de los policias
cp(ep) = cpeff" ) 9)

con ¢p, Cq, Bp, By, 0, ® ¥y ap < 0 constantes. ¢ es la
reaccién de la poblacién frente a las actividades delin-
cuenciales.

Aplicando el principio del méiximo de
Pontryagin [10]. Se halla la forma de las estrate-
gias o trayectorias de control éptimo para ambos
jugadores [5]:

1— )\, )t Pa 4
)= oo W TE 1T 0h )
1+ X — 26)%¢q

1= 2)2(1+ A —26)1-2] %
e;(m)=la<1>( Aa) M0+ = 20) ] o%, (11)
cp CY

donde Ag4, A\, son los precios sombra o los valores actua-
les de coestado de la acumulacién de capital para cada
jugador. De (10) y (11), se puede encontrar también la
expresién para la tasa de amenaza en equilibrio

(1=2g)ep “
1+ — 2”)69] ’ (12)

e =o|
donde a = a,/0p = ag/By. Uno de los resultados intere-
santes que sugiere la expresién (12) es el hecho de que
la tasa de amenaza en equilibrio crece con el nivel de
corrupcién de la policia x, hasta un valor & critico, véase
Fig. 1, para el cual, la tasa de amenaza en equilibrio se
bifurca presentando valores muy grandes. Entonces para
valores pequefios de & dentro del intervalo [0, 1], existen
los valores constantes Ag € (0,1) y Ap € (—1, 00), tales que

7
Amenaza delincuencial vs corrupcion. +
g1 — ©— Equilibrios regulares II. : '-__ i
—e— Equilibrios regulares I. |t
sH =+ -+ Equilibrios de extincion. (- i
s
Q4T P 1
« o *
@ [ .
wo 3f | +. 1
[ +
2+ ! k2 B
| +.
| *
1+ | +
‘ ot
0 . . ’ ik O
0 0.05 01 0.15 0.2 k, 025 03 g 035
k ! 2

Figura 1. Tasa de amenaza en equilibrio en funcién del nivel
de corrupcidén de la policfa para ¢, = 0,6, ¢g = 0,9, a = 0,8,
® =0,2, pg = pp =1, donde 1 = 0,22, k2 = 0,326.

el par de estrategias (10) y (11) constituyen un equilibrio
perfecto de Markov en el juego.

Existen dos tipos de equilibrio, un tnico equilibrio
para k < k1, y un otro equilibrio para « € (Iil, Iiz] con
valores bajos de la tasa de amenaza en equilibrio, los
cuales son llamados equilibrios regulares. El otro equili-
brio correspondiente a la rama de & € (1, k2] con valo-
res altos de la tasa de amenaza en equilibrio, es llamado
equilibrios de extincién. En los equilibrios regulares, la
tasa de amenaza en equilibrio aumenta con el nivel de
corrupcién de la policia. En tanto que en los equilibrios
de extincidn la tasa de amenaza en equilibrio disminuye
con el nivel de corrupcién y, cuando nos aproximamos a
1 tiende a infinito, ver Fig. 1.

Si se considera un escenario donde los valores de la
corrupcién se encuentran cercanos al valor de k1, de-
beriamos esperar que el equilibrio regular permanezca
también para k > K1; sin embargo, se tiene que para va-
lores de ~ ligeramente mayores que %1, repentinamente
se genera un segundo equilibrio, donde se tienen valores
muy altos de la tasa de amenaza en equilibrio. En este
caso Ag ® 1y Ay = 2k—1, lo cual implica que los valores
de los esfuerzos de ambos jugadores estdn dentro de [0, 1].
Los esfuerzos de los delincuentes son mayores que los de
los policias, induciendo asi una gran tasa de amenaza, lo
cual implica que en los equilibrios de extincién, la policia
conspira con los delincuentes y no ofrece proteccién, per-
mitiendo que la extorsién aumente y se constituya en un
dafio significativo hacia las actividades econémicas. En
lo que sigue, nos enfocaremos en el estudio de las estra-
tegias (10) y (11), sujetas al comportamiento estocédstico
de la acumulacién de capital.

3. MODELO ESTOCASTICO

En este modelo, se considera la ecuacion de Langevin
como ecuacién fenomenoldgica, la cual representard en
cada instante de tiempo el crecimiento de la cantidad
de capital acumulado y a su vez, el estado del juego
diferencial estocéstico. En este sentido, el crecimiento
del capital acumulado es considerado como el movimien-
to unidimensional de una particula browniana, la cual
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estd inmersa en un fluido y experimenta fluctuaciones
en su movimiento debido a la fuerza fluctuante I'(¢). A
su vez, la particula estd sometida a una fuerza de friccién
que es proporcional a su velocidad; es decir:

Fy(v) = —Cv, (13)
la cual corresponde a la fuerza anédloga dada por:
F(z) = —puz, (14)

donde F(z), representa la fuerza socio-econémica, pro-
porcional al crecimiento del capital acumulado de la so-
ciedad multiplicado por el coeficiente u. Esta fuerza en
relacién con el potencial socio-econémico estard dada
por F(z) = —%V(m), al igual que su andlogo para la
particula browniana, es decir: F(v) = —LV ().

En el modelo, se asume que el fluido representa a
la sociedad® donde el potencial V (z) puede ser entendi-
do como el campo socio-econdémico, el cual refleja la in-
fluencia social y las interacciones relevantes para el cam-
bio en el comportamiento de la variable macroscépica
que corresponde al crecimiento de la cantidad de capital
acumulado. En consecuencia, se tiene un juego diferen-
cial estocéstico sujeto a un proceso del tipo Ornstein-
Uhlenbeck en el cual, si ¢ < f*, da lugar a un potencial
socio-econémico parabdlico para el proceso. Entonces, la
ecuacion de Langevin para este caso sera:

dmt = —,ua:tdt + O'th s (15)
analogamente
d’l)t = —C’Utdt + O'dBt, (16)

donde p = ¢ — f*, ¢ = (o/m, dB; = Ty(t)/m = T'(t)
y m es la masa® de la particula browniana. Ahora si se
escribe (15) como:

dz; = —p=xdt 4 fluctuaciones , (17)

se tiene que el término cW; = odW; = o€(t) es la fuerza
aleatoria socio-econdémica que es una variable estocastica
asociada al ruido que producen las fluctuaciones de la
actividad econémica de la sociedad en la acumulacién
de capital. Despreciando dichas fluctuaciones, volvemos
a la ecuacién determinista para el crecimiento del capital
acumulado (3).

Se asume que £(t) es un ruido blanco delta correla-
cionado, es decir

€W =0 ,  (E0EE) = —1),

3En la analogfa de la sociedad con el fluido, se considera a cada
agente econémico de la sociedad como una molécula del fluido;
donde éstos contribuyen de una manera aleatoria con el crecimiento
econdémico, en términos de la acumulacién de capital. En el modelo
la interaccidn relevante en la sociedad es dada entre los policias con
los delincuentes, tomando en cuenta la actitud de la sociedad frente
a la delincuencia.

4Se considera al tamaifio del capital acumulado como andlogo a
la masa.

andlogamente para el caso de la particula browniana se
tiene:

1

TE)y=0 , (TOTE))=0%—t),
donde el factor de peso o2 es la medida de la intensidad
de ruido. Ademds, se tiene que la funcién de correlacién
(€(#1)&(t2)) es proporcional a la funcién §. Asimismo, el
juego diferencial estocdstico estard sujeto a la ecuacién
fenomenolégica

dz; = pxdt + odW; . (18)

Si g > f*, se tiene un potencial socio-econémico pa-
rabdlico invertido para el proceso. Andlogamente para
la particula browniana se tiene que:

d’l)t = C’Utdt + O'dBt. (19)

3.1. SOLUCION DE LA ECUACION DE
LANGEVIN

Para esto, se considera una ecuacién de Fokker-
Planck para la evolucién temporal de la densidad de
probabilidad de la variable macroscépica z. Entonces,
para un potencial parabdlico dado por

1
V(z) = §M$2 . (20)
La ecuacién de Langevin (15) se resuelve realizando el
cambio: y = ‘/Tﬁa: cont’ = ut [9], y rescribiendo t' =t se
tiene:

dyt = —ytdt + th s (21)

que segun la interpretacién de Ito, se tendra la ecuacién
asociada de Fokker-Planck

0Py, tlyo) _ _OP:tlwo), | 16°P(y,tlyo)

ot dy 2 oy? ’

(22)

donde P(y,t|yo) es la densidad de probabilidad de tran-
sicién en funcién del tiempo. Para el caso en el que se
tiene un potencial parabdlico invertido

V(z) = —%,ua? . (23)

La ecuacién de Fokker-Planck para (23) tiene la forma:

OP(u:tlyo) _ OP(w:tlyo), | 18°P(y:tlyo)

ot Ay 2 oy?

(24)
Finalmente, para le caso en el que el potencial es cero se

tiene la ecuacién de difusién:
18P (y, t|yo)

OP(y,tlyo) _
ot ) dy? ’ (25)

que corresponde a un proceso de Wiener.
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3.2. EXPANSION EN AUTOFUNCIONES DE LA
DENSIDAD DE PROBABILIDAD DE

TRANSICION
Escribiendo la densidad de probabilidad como:
P(y,t) = p(y)e ™, (26)
esto nos conduce a
Lrep(y) = =2p(y) (27)
es decir
L LR WIS

donde Lgp es el operador de Fokker-Planck. Ahora es-
cribiendo:

¥ Lrpp(y)e ™ = —Xp(y), (29)

el operador Lgp es trasformado en el operador Lgp, el
cual es Hermitiano. Donde las autofunciones de este ope-
rador estaran dadas por:

W(y) = py)e?” . (30)

Por tanto, (21) se reduce a un problema de autovalores,
A =nconn=12,...y autofunciones

ey, @

Yan = Haly) = (-1 5 2

las cuales son los polinomios de Hermite. Ademads, las
autofunciones cumplen las condiciones de ortogonalidad:

[ e B @ wy =0 (32)
paran#my

/R eV H2y)dy = A2l = C1. (33)

Por lo que las autofunciones ortonormalizadas toman la

forma:
Ynly) = = /CrHy( (34)

La solucién formal de (22) dependlente del tiempo con
la condicién inicial:

P(y,t|y0) = 6(3/ - yO), (35)

puede ser escrita [8]:

Pl tly) =% 3 Yalelnluo)e ™ . (36)

n=0

De este modo se tiene la expansién de la densidad de
probabilidad de transicién en autofunciones 1,. Por lo
tanto (36) es la representacién espectral de la densidad
de probabilidad de transicién P(y, t|yo). Ahora, tomando
en cuenta (34) se tiene:

P(y,tlyo) = &' ZH V(o)™ . (37)

=0

La autofuncién 1g(y) representa en este caso la densidad
de probabilidad estacionaria correspondiente al autova-
lor n = 0 y para la autofuncién Hy(y) = 1 no normali-
zada, de modo que:

Yo(y) = VNHo(y)e ™ . (38)

Entonces, es posible hallar la densidad de probabilidad
estacionaria calculando N, de manera que:

oo 2
N-1=2 / eV =, /21 (39)
0 u

donde finalmente 9o(y) toma la forma:

bo(y) = §/ 5-¢ - (40)

En virtud de la férmula de Mehler® [9], la serie en (37)
puede ser sumada. En consecuencia, se llega a la expre-
si6n definitiva de la densidad de probabilidad de transi-
cién:

P(y,tlyo) = m@cp [—%] . (41)

Tomando en cuenta que A\, = un debido a t' = ut en la
variable de estado z y ademds y = @x, entonces (41)

toma la forma:

_ 7 pu(x — zoe™#t)?
P, tz0) =\ | 7o = gmzmry &P [_ o2(1 — e~20t)
(42)
Se concluye por lo tanto que (37) es la representacion es-

pectral de P(z,t|zg) con y = ‘fa: v ademds que las au-
tofunciones 1, juntamente con los autovalores A, = un
forman un conjunto completo. Por tanto, el espectro del
proceso de Ornstein-Uhlenbeck es puramente discreto,
dado que A, = un; en otras palabras, el espectro consis-
te de todos los arménicos de frecuencia de relajacién y
del proceso.

Siguiendo el mismo procedimiento, para el caso del
potencial parabdlico invertido, €l proceso no tiene una
solucién estacionaria lo cual implica que los autovalores
tienen la forma A, = n + 1, de modo que (36) resulta:

P(y,tlyo) =¥’ ZH )Hn(yo)e ™e . (43)

n=0

Por tanto, se tiene:

P(y,t|yo) =

(yoe ¥t —y)?] _,
1—e2t |° -

! ex[
(1 —e2t) P
(44)

5Esta férmula corresponde a la identidad

1 ( (z? +y22?% — 2zy2)

ex
V(1 =22 P 1—22

) =e ¥ Y 2" Hu(0)Ha ().

n=0
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Finalmente, tomando en cuenta que A, = p(n + 1) de-
bido a ¢/ = ut en la variable de estado x y ademdas que
Y= ‘/Tﬁa: , entonces se tiene:

P(ma t|$0) =

702(1 — e—2%t) 02(1 — e~20t)

(45)

3.3. COEFICIENTES DE ARRASTRE Y
DIFUSION EN RELACION CON LA FUERZA
S0CIO-ECONOMICA

De (15) y (21) se tiene que
dz; = h(z,t)dt + g(z, t)dW, , (46)
con g(z,t) = o y h(z,t) = Fuz. La relacién de ambas

funciones con la ecuacién de Fokker-Planck estd dada
mediante los coeficientes de la interpretacién de Ito [8]:

DW(z,t) = h(z,t) (47)
Yy
D® (m’ t) = 92(m’t) ’ (48)
donde
g*(z,t) = 02 = cte . (49)

Por otro lado, la varianza para el proceso de Ornstein-
Uhlenbeck en términos del coeficiente de difusién D es

02 =2u’D(1 — e 2¥) . (50)

donde D es el coeficiente de difusién del proceso.
Ademids, se tiene que el coeficiente de arrastre para el
proceso de Ornstein-Uhlenbeck sujeto a potenciales pa-
rabélicos estd dado por

DW(z.¢) = Fuz = F(z,t) . (51)

Para t — oo se verifica que

0.2

D=_—. 52
2 'u2 ( )
Se puede ver que el coeficiente de arrastre del proce-
80, corresponde a la fuerza socio-econémica en el mode-
lo. Entonces, el campo socio-econémico dependiente del
tiempo puede ser escrito como

DM (z,t)z

V(z,t)=— 5

(33)

Entonces, las expresiones (42) y (45) se pueden escribir
en términos del coeficiente de difusién como

1 _ V()

P(z,t|zo) = \/27TMD(1 — e—2ut)e ) (54)

]_ _ V(=)
P(mat|m0) = \/271_“1)(1 _ e—2p,t)e L

e,  (55)

o X [N(a’oe_”t - 3’)2] o Ht,

respectivamente, donde los campos socio-econémicos de-
pendientes del tiempo

(z — zoe#t)?2

Viz,t) = 2l — o Tt)
_ (mee™#t —1x)?
V(mat) - 2,&(1—6_2V‘t) )

corresponden a (54) y (55) respectivamente. En conse-
cuencia (40) puede ser escrita como

Pucl®) = 0(0) = {| g b [~ | (59

3.4. JUEGO DIFERENCIAL ESTOCASTICO

Las expresiones para las estrategias de los jugadores
representados por los niveles de esfuerzos de los delin-
cuentes y los policias, toman la forma

11—\ 14+a,.a By 1
( g) Cp ] P(z,t)% , (57)

eX(z,t) = |a®
o9 l (14 2p — 26)%c™®

y
1-— a(l -9 l—a ﬁ s
en(z,t) = a<I>( Ag) (lj_a)\p ) P(z,t)% ,
& Ccf
(58)

debido a que el crecimiento de la acumulacién de capital
estd representado por (42) y (45); los niveles de esfuerzo
de ambos jugadores estaran sujetos al comportamiento
de las densidades de probabilidad fuera del equilibrio ter-
modindmico. Asi, las funcionales objetivo de cada juga-
dor estaran sujetas a los valores esperados de los niveles
de esfuerzo, es decir

max., E(eg) [/Ooo e Pt (zy(ep, €4) — cg(eg))] dt, (59)

para los delincuentes y

9l(ep, eg) = K(z¥(ep, €g) — cq(eg)),

92(ep, e9) = (1 — k)(q — v(ep, €g))T — cp(ep),

mexe, E(ey) [ /0 ~ e Prtg1(ep, 5) + 92(ep, eg)]] dt,

(60)
para los policias. Asi, (57) y (58), para el estado es-
tacionario o de equilibrio termodindmico del proceso
de Ornstein-Uhlenbeck sujeto a un potencial parabdlico,
adoptan la forma

(1-2) e |7
(43— 2mpagre| @7 (D

*

eg(z) = lo@

1

ﬁ
] Pest(m)ﬁa

(62)

. 1— X)L+ Ay —26)1°
(e) = [o@( o2~ P)
cp “cg
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4.1.1. ENFOQUE TERMODINAMICO

En la Fig. 4(a) se puede observar que u, presenta en
el intervalo [k1, s2] la coexistencia de tres curvas carac-
terizadas por zonas en el modelo estocéstico, las cuales
representan el grado de friccién para el movimiento de
la particula que se las describe de la siguiente manera:

= La zona A ademds de representar a los equilibri-
os de extincién en el modelo estocéstico, esta ca-
racterizada por ser una regién de alta friccién, es
decir, que dentro de ésta, el proceso que gobierna
el comportamiento de la particula browniana, es el
proceso de Ornstein-Uhlenbeck sujeto a un potencial
parabdlico, debido a la presencia de una fuerza de
friccién, donde  es el coeficiente de friccién. La pre-
sencia de este potencial implica que el proceso tie-
ne una solucién estacionaria dada por (40), la cual
describe al sistema en el equilibrio termodindmico.
Dentro de la misma zona, se tienen dos casos limite
para la alta friccién, uno estd dado para el punto
critico k1 (limite méximo), y el otro para ko (limite
m4aximo).

» La zona B ademds de representar a los equili-
brios regulares en el modelo estocastico, esta ca-
racterizada por ser una regién de baja friccidn,
lo cual implica que estd gobernada por un proce-
so de Ornstein-Uhlenbeck sujeto a un potencial pa-
rabdlico, debido a la presencia de una fuerza socio-
econémica, donde y es nuevamente el coeficiente de
friccién. Dentro de esta misma zona, se tienen dos
casos limite para la baja friccién, uno estd dado pa-
ra el punto critico kg (limite mdximo) y el otro para
g (limite minimo).

= La zona C representa también a los equilibrios
regulares en el modelo estocidstico. Estd caracte-
rizada por ser una regién con ausencia de fric-
cion; en consecuencia, la zona tiene un proceso de
Ornstein- Uhlenbeck sujeto a un potencial parabdli-
co invertido, debido a la presencia de una fuerza
socio-econémica, donde u no se comporta como un
coeficiente de friccién. La presencia de este poten-
cial en el proceso, implica que éste no tiene una
solucién estacionaria, por lo cual, la zona no descri-
be un equilibrio termodindmico. Al igual que en las
otras dos zonas descritas anteriormente, ésta tiene
dos casos limite para la ausencia de friccién, uno
estd dado para el punto critico £ (limite méximo),
y el otro para k3 (limite minimo).

» La zona D representa también a los equilibrios re-
gulares en el modelo estocéstico. La misma, estd ca-
racterizada también por ser una regién con ausen-
cia de friccidn, lo cual implica que estd gobernada
por un proceso de Ornstein-Uhlenbeck, sujeto a un
potencial parabdlico invertido. Esta zona correspon-
de al intervalo de [k = 0, 1], en el que los valores de
u disminuyen a medida que el nivel de corrupcién

aumenta, como efecto de que los valores de f* se
incrementan con el nivel de corrupcién.

En la Fig. 4(b), se puede observar también la presencia
de las cuatro zonas mencionadas anteriormente. Vemos
que, mientras el pardmetro de corrupcién se incrementa,
el sistema estd sujeto gradualmente a la influencia de f*
mediante el parametro u. En consecuencia, para los ni-
veles de corrupcién dentro del intervalo [#1, £2], en el sis-
tema ocurren transiciones debido a que ocurren también
transiciones en el proceso de Ornstein-Uhlenbeck. Asi,
tomando en cuenta las transiciones dadas en los puntos
criticos k1, k2 y K3; se tiene que en el punto critico re-
presentado por k1, ocurre una transicién que va de la
zona C ala zona A, y viceversa'?, a medida que los
valores de u se aproximan al limite maximo para la alta
friccién correspondiente a la zona Aj; en consecuencia,
debido a la dependencia del coeficiente de difusién D con
el parametro u, los valores de D tienden a cero. Dado que
la zona A puede presentar un equilibrio termodindmico
para el proceso, entonces se toma en cuenta la energia
media de la particula, que por el principio de equiparti-
cién,
1 1
(E) = 5m(v2> = kT, (66)

donde k; es la constante de Boltzmann, m es la masa de
la particula y T es la temperatura. También, £ — oo es

1
(E) =my’D = kT . (67)

En consecuencia, D o< T en el equilibrio termodinamico.
Asi, se puede decir que a medida que g — oo, T — 0,
por lo cual el proceso se encontrard en la zona A. Para
el punto critico representado por k3, se tienen dos tran-
siciones: por un lado, ocurre una transicién que va de
la zona C ala zona B y viceversa, por el otro lado,
ocurre una transicién que va de la zona C ala zona A
y viceversa. Entonces, en el primer caso, la transicién es
posible si los valores de u se aproximan al limite minimo
para la baja friccién de la zona B; es decir, y ~ 0. En
consecuencia T — oo ya que D — . Para el segun-
do caso, la transicién es posible, si los valores de u se
aproximan a la zona de alta friccién correspondiente a
la zona A; es decir, y — oo. En consecuencia, D — 0,
lo que implica que T — 0. Finalmente, para el punto
critico representado por ks, se tiene una transiciéon que
va de la zona B ala zona A y viceversa, a medida que
los valores de u se aproximan al limite minimo para la
alta friccién correspondiente a la zona A. Asi, u — oo,
conloque D —0,T — 0.

4.1.2. ENFOQUE SOCIO-ECONOMICO

La sociedad al ser considerada como un fluido; puede
caracterizarse por el comportamiento de f* mediante y,
en funcién del nivel de corrupcién de la policia. Del enfo-
que termodindmico, hemos visto comportamientos de u

121, transicién puede ser de la zona C ala zona A y viceversa,
ya que ambas zonas coexisten para un mismo punto critico.
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y D, en los cuales se reconocen cuatro zonas con distin-
tas caracteristicas. La zona A de alta friccién, la cual
estd caracterizada por valores de D tendiendo a cero,
lo que implica dentro del contexto socio-econémico que
las fluctuaciones en el crecimiento econémico son mini-
mas; es decir, que las contribuciones en el crecimiento
econémico de cada individuo de la sociedad son casi nu-
las. Debido a que 4 — o0, la influencia de este parametro
sobre el crecimiento econémico es muy significativa, en
consecuencia f* lo es también sobre u. Este an4lisis, nos
conduce a afirmar que, la influencia de la amenaza de-
lincuencial sobre el crecimiento econémico es tan gran-
de, que las actividades econémicas de la sociedad se ven
muy afectadas, teniéndose consecuencias muy dafiinas
que obstaculizan en gran medida el crecimiento econémi-
co. Debido a que, la zona B representa a la regién de ba-
ja friccién en el enfoque termodindmico, no se tiene una
influencia significativa de u sobre las fluctuaciones del
crecimiento econémico. Es decir, que f* al no tener una
incidencia muy grande sobre u, las actividades econdémi-
cas dentro la sociedad no son influenciadas en gran me-
dida por la amenaza delincuencial; en consecuencia, el
crecimiento econémico no es obstaculizado. Sin embar-
go, a medida que nos aproximamos al punto critico dado
por kg3, la influencia de u tiende a cero y la difusién del
proceso tiende a infinito. Como resultado se tienen gran-
des fluctuaciones en el crecimiento econémico, debido a
que las contribuciones de cada individuo de la sociedad,
no estan sujetas a los potenciales socio-econémicos; de lo
cual, se puede decir que el crecimiento econémico est4 li-
bre de la influencia de la amenaza delincuencial. Como
la zona C y la zona D estdn caracterizadas por una
ausencia de friccién en el enfoque termodindmico; este
hecho dentro del contexto socio-econémico, significa que
la influencia del potencial dado por (23) es muy signifi-
cativa en el crecimiento econémico; en consecuencia, las
contribuciones de los individuos de la sociedad en el cre-
cimiento econémico no son afectadas por la influencia de
la amenaza, delincuencial.

Dentro del contexto socio-econémico, las transicio-
nes que ocurren dentro el intervalo de los puntos criticos
para el nivel de corrupcién dado por [s1, k2], son inter-
pretadas como transiciones del sistema socio-econémico,
donde se encuentra la coexistencia de las tres zonas des-
critas anteriormente, las cuales pueden ser clasificadas
como sigue:

= La zona A representa una regién de mayor ries-
go para el crecimiento econdémico, debido a la gran
influencia de la amenaza delincuencial sobre la so-
ciedad.

= La zona B representa una regién de menor riesgo
para el crecimiento econémico, debido a la pequefia
influencia de la amenaza delincuencial sobre la so-
ciedad.

s La zona C y la zona D representan las regiones
de minimo riesgo para el crecimiento econémico,

debido a la influencia no perceptible de la amenaza
delincuencial sobre la sociedad.

Entonces, las transiciones ocurren entre éstas zonas
a medida que la influencia de f* sobre los potenciales
socio-econdémicos sea significativa o no. Es decir, el cre-
cimiento econémico se encontrara en la regién de mayor
riesgo para un nivel de corrupcién de la policia, si ésta
elige politicas que prioricen en favorecer sus ganancias y
en consecuencia también las ganancias de los delincuen-
tes, no tomando en cuenta los efectos que puedan traer
dichas politicas sobre la sociedad y la economia'3. Para
el mismo nivel de corrupcién, el crecimiento econémico
se encontrard en la regién de menor riesgo, si la policia
elige politicas que si bien, favorecen sus ganancias y las
de los delincuentes, consideran también los efectos que

traen dichas politicas en la sociedad y la economia'4.

SITUACION DE ESTANCAMIENTO
ECONOMICO

En el enfoque termodindmico, se vio que la zona A
y la zona B, estin caracterizadas también por ser re-
giones que presentan una solucién estacionaria para el
proceso, debido a las caracteristicas del potencial pa-
rabélico que gobierna ambas zonas. Dentro del contexto
socio-econémico; ésta solucién dada por (40), represen-
ta una situacién de estancamiento econémico ya que la
densidad de probabilidad del crecimiento del capital acu-
mulado es constante. Asi, el valor esperado de este, vie-
ne dado por la expresién (65) la cual serd invariable. En
consecuencia, el nivel de esfuerzos de los policias y de
los delincuentes estardn representados por las expresio-
nes (63) y (64) respectivamente. El comportamiento de
estos esfuerzos se muestra en la Fig. 4.1.3(a) y (b), donde
se puede observar que en ambas zonas A y B, el nivel
de esfuerzos de los delincuentes en funcién al nivel de
corrupcién es mayor que el de los policias!®.

Ademads, se puede ver también que ambos esfuerzos
disminuyen con el nivel de corrupcién en la zona A% y
aumentan con el nivel de corrupcién en la zona B'7.

4.1.3.

13Esta interpretacién nos conduce a la idea, de que la policia no
estd muy interesada en que se socave la legitimidad y credibilidad
de la institucién.

14Esta interpretacién puede ser considerada como una actitud
de la policia, que vela por la legitimidad y credibilidad de la insti-
tucién.

15Este hecho nos sugiere que si bien la policia con una actitud
corrupta puede percibir mayor beneficio a largo plazo esta situa-
cién puede cambiar debido a que el precio sombra Ay de los policias
llega a ser negativo, lo cual les representa un beneficio minimo ya
que la institucién es inamovible del sector, a diferencia de los de-
lincuentes que pueden optar por moverse a otro sector.

16Este hecho refleja por un lado, la actitud desinteresada que
toma la policia hacia la legitimidad de la institucién, en conse-
cuencia, los esfuerzos por proteger a la sociedad disminuyen, por
otro lado, la actitud hostil de la sociedad obliga a que los esfuerzos
de los delincuentes por mantener su amenaza también disminu-
yan. En este sentido podemos considerar que en esta situacién se
tendréd una fuerte reaccién social.

17Este hecho refleja por un lado una actitud de la policia, la cual
estd interesada en la ”legitimidad de la institucién”, para controlar
de alguna manera la reaccién de la sociedad. En consecuencia, los
niveles de esfuerzos que emplean para proteger a la sociedad au-
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crecimiento sujeta a una reglamentacién del comercio lo-
cal, la cual no resulta muy favorable para el crecimiento
econémico de la regién. Algunas observaciones empiricas
sobre este hecho, aunque en un contexto socio-econdémi-
co distinto son discutidas en [11]. En el primer escenario,
tenemos una regién con sélidas instituciones de seguri-
dad y organizada socio-econémicamente. En general, en
este tipo de sociedades, los delincuentes tienen que ha-
cer un mayor esfuerzo para introducirse. Este esfuerzo
tiene un limite que se puede traducir en una irrupcién
brusca (con el consecuente rechazo de la sociedad) o sola-
pada (aumentando niveles de corrupcién). En el proceso
de corrupcién de las instituciones, puede darse una in-
yeccién de capital. Esto hace que exista un crecimiento
econdmico cuyos réditos se distribuyan en la misma so-
ciedad.

Por el contrario en una economia mal organizada y
con instituciones frigiles, como es el caso de paises en
desarrollo, los delincuentes hacen esfuerzos menores por
introducirse a su sistema, y justamente por esta razén,
las membranas débiles de este pais, no generan resisten-
cia, tanto para la entrada de ese ” pequenogapital, como
para su salida: Esto ltimo se traduce en el riesgo de fuga
del capital sin generar ningln crecimiento econémico.

Por otro lado, se puede extender el concepto del
proceso de Ornstein-Uhlenbeck a otros sistemas socio-
econémicos. El modelo podria ser analizado mediante
automatas celulares, considerando a cada individuo de
la sociedad como una célula, a la cual se puede asociar
estados que podrian representar la actitud del mismo
(hostil o tolerante) hacia la delincuencia y la policia. Una
ventaja de esta perspectiva, es que se podria analizar la
interaccién entre todos los individuos de la sociedad y
al mismo tiempo introducir ruido al sistema para estu-
diar sus efectos sobre la interaccién. Este ruido podria
representar una influencia aleatoria a un cambio en la
actitud del o los individuos. Asi el sistema estard sujeto
a un proceso en el cual un comportamiento macroscépico
(colectivo) de la sociedad, pueda ser entendido a partir
de las interacciones entre individuos.

Se podria considerar dentro del modelo, que el coefi-
ciente de difusién D dependa del tiempo. Este hecho, nos
conducirfa a otro tipo de proceso en el cual la ecuacién
de Fokker-Planck toma otra forma y para resolverla se
deben utilizar métodos numéricos.

Se puede considerar i estados de N individuos de
la sociedad en términos de su actitud, y construir una
ecuacion maestra en la cual el llamado vector de socio-

configuracién contenga toda la informacién acerca de
la distribucién de los N individuos sobre los estados
1. Donde se puede ademds asociar una probabilidad P
de encontrar la socio-configuracién A al tiempo ¢. De
esta manera considerando las tasa de transicién de la
socio-configuracién A a la A’ en el tiempo ¢, se llega a
la ecuacién maestra para el sistema. Donde A’ podria
representar el cambio en la actitud de la sociedad.

Finalmente, en el modelo, se puede considerar el
efecto de un potencial periédico sobre el sistema socio-
econdmico.
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