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RESUMEN

Sobre la base de un modelo discreto de péndulo amortiguado, estudiamos
el comportamiento de dos péndulos acoplados, proponiendo un factor senci-
llo de acoplamiento entre ellos. Los resultados de este modelo son comparados
con datos reales, obteniendo resultados muy parecidos. Estudiamos el compor-
tamiento de este sistema en funcién de sus diferentes parametros, pudiendo dis-
tinguir regiones en las cuales se observa resonancia y posiblemente condiciones
para la sincronizacién y caos.

Descriptores: mecdnica cldsica — dindmica no-lineal — sincronizacién y caos

ABSTRACT

Based on a discrete model of a damped pendulum, we study the behavior
of two coupled pendula, applying a simple connection factor between them. We
find that the results of this model fit with the real data. The behavior of this
system is studied as a function of its different parameters in which regions of
resonance are observed and probable conditions are set for synchronization and

chaos.
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1. INTRODUCCION

Los comportamientos oscilatorios son ubicuos
en la naturaleza en sistemas de toda indole, en-
tre ellos, en cuerpos astronémicos tales como as-
teroides, satélites, planetas y estrellas; en sistemas
biolégicos, tanto a nivel orgédnico [1] como a nivel
bioquimico [2]; en diferentes reacciones quimicas
[3,4]; en sistemas mecénicos; en circuitos electréni-
cos, etc. Asimismo, los objetos con comportamien-
tos oscilatorios pueden acoplarse a otros similares
lo que da lugar en muchos casos a otro fenémeno
muy comun que es la sincronizacién y caracteriza-
da por la la constancia de las diferencias de fase y
la razén entre los periodos [5,6] Uno de los com-
portamientos mds sencillos y comunes de describir
es el del péndulo simple que se lo describe en tex-
tos de fisica basica, de mecénica cldsica [7-10], de
métodos matemdticos de la fisica [11,12] ya sean
analiticos o basados en 4lgebra computacional [13]
y en textos especializados en oscilaciones [14,15]

Por otra parte, dado el carédcter no lineal que pue-
de presentar el péndulo simple en su forma més
general, es también objeto de andlisis en libros y
articulos de dindmica no lineal [16-21]. Los siste-
mas acoplados se presentan en muchas ramas de la
fisica, ofreciendo una gran gama de caracteristicas
que dependen tanto de las propiedades de los sis-
temas independientes, como de las propias carac-
teristicas de acoplamiento.

Uno de estos sistemas es el compuesto por dos
péndulos simples acoplados mediante un hilo o
una barra flexible, lo que permite el intercambio
continuo de impulsos entre los péndulos, cambian-
do las caracteristicas de oscilacién propias de cada
péndulo.

Para cada péndulo se considera que existe amor-
tiguamiento, por lo que la ecuacién de movimiento
puede escribirse como:
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Figura 1. Simulacién (lineas continuas) y datos medidos
(puntos) de péndulos acoplados por un hilo. Superior:
Péndulo con dngulo inicial diferente de cero. Inferior:
Péndulo originalmente en equilibrio estatico.

42 =—Zsen0—aa. ¢))

Procediendo a la discretizacién de la anterior
ecuacién como en [22], se obtiene:

0t+1 = 07: +b (07: — 97:_1 — K sen 97:) , (2)
con:

1 gAL?
b: K: B 3
14+2a0 7 l .

Este modelo discreto ya fue utilizado y estudia-
do por Timoteo da Costa y colaboradores [22], para
analizar las condiciones para las cuales el péndu-
lo impulsado por una fuerza externa, experimenta
transiciones periodicidad-caos. Por otro lado, cons-
tituye una buena herramienta para estudiar situa-
ciones en las cuales las condiciones experimentales
no son féciles de reproducir. Una de estas condi-
ciones es el caso de los péndulos acoplados, donde
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Figura 2. Comportamiento del 4ngulo méximo del
péndulo 2 en funcién de su masa.
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Figura 3. Comportamiento del 4ngulo méximo del
péndulo 2 en funcién del coeficiente de disipacién.

ademads de las variables ya mostradas existen otras
relacionadas con el acoplamiento de los péndulos.

En este trabajo estudiamos el comportamien-
to de dos péndulos separados por una determina-
da distancia y acoplados mediante un material con
ciertas propiedades de elasticidad, 1o que permite la
transmisién de movimiento de un péndulo a otro.
En la primera parte explicamos el modelo y luego
mostramos los resultados preliminares que se obtie-
nen al variar las condiciones de los péndulos.

2. MODELO

Sobre la base del modelo de la ecuacién (1) pro-
ponemos un acoplamiento dado por:

w sen @ C))
m

Al introducir este factor en la ecuacién (2) ob-
tenemos:



SIMULACION DE PENDULOS ACOPLADOS 123

o
T u",_,.-:-

Figura 4. Comportamiento del 4ngulo méximo del
péndulo 2 en funcién de su longitud. Superior: my =
10,0g. Medio: mgy = 50,0g. Inferior: ms = 500,0g.
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Figura 5. Comportamiento del 4ngulo méximo del
péndulo 2 en funcién de su masa y longitud.

0;'_‘_1 = 0% + b (0; — 60, — K'sen 0;) + % sen@f,

(5)
donde los superindices i y j representan a los
péndulos acoplados y w representa las condiciones
de acoplamiento, la cual contiene a la distancia de
separacién entre los péndulos y a la rigidez del ma-
terial usado para acoplar los mismos. Los péndulos
en su oscilacién, varian en forma periédica la fuer-
za que transmiten de uno hacia el otro mediante
la barra, por lo que sen 8 es considerada como una
funcién adecuada para representar este comporta-
miento.

Por otra parte, desde el punto de vista experi-
mental, utilizando un sensor de movimiento, reali-
zamos medidas del comportamiento de dos péndu-
los unidos mediante un hilo delgado y bastante fle-
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Figura 6. Comportamiento del 4ngulo méximo del
péndulo 2 en funcién del factor de acoplamiento w.
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Figura 7. Comportamiento del angulo méximo del
péndulo 2 en funcién del factor de acoplamiento w y
su lonngitud.

xible, con una distancia aproximada de 15,0cm en-
tre los mismos. Las condiciones que usamos fue-
ron las siguientes: my; = mo = 150,09, Iy = I =
44,0cm, g = 9,7Tm/s? y At = 0,05s.

En un experimento previo, se determind el valor
A = 7,5 x 10~%. Con estos valores, se obtiene la Fi-
gura 1, en la cual, en la parte superior se muestra la
gréfica correspondiente al péndulo 1 que se suelta
desde un dngulo distinto de cero, mientras que en
la parte inferior la gréafica corresponde al péndulo
2 que parte del reposo. En ambos casos, los puntos
corresponden a las medidas y las lineas a los resul-
tados numéricos del modelo usando w = 0,0002.
Este valor es obtenido mediante prueba y error, ya
que aun no se tiene una relacién funcional de w en
funcién de la distancia de separacién entre péndu-
los y la rigidez del hilo. Como se puede observar,
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Figura 8. Comportamiento del factor de acoplamiento w
en funcién de la longitud, para los cuales el péndulo 2
da una vuelta.

el modelo se ajusta muy bien a los resultados ex-
ceptuando los correspondientes a la parte inferior,
donde se ve un error debido a la distancia hasta los
sensores, el comportamiento se mantiene aun des-
pués de varios minutos.

3. RESULTADOS

Una vez que validamos nuestro modelo, estu-
diamos el comportamiento de los péndulos en fun-
cién de sus diferentes pardmetros, fijando para el
péndulo 1: m; = 50,09 y Iy = 1,00m, se puede es-
tudiar el comportamiento del dngulo miximo que
alcanza el péndulo 2 en funcién de sus pardmetros.
En primer lugar, estudiamos el comportamiento en
funcién de la masa, con lo que obtenemos el gra-
fico mostrado en la Figura 2. Representando en un
gréafico logaritmico, se nota un comportamiento li-
neal cuya pendiente es cercana a —0, 5.

Si variamos el coeficiente de disipacién obtene-
mos el comportamiento observado en la Figura 3.
Aunque el eje vertical se lo representa en escala lo-
garitmica, se puede observar que el comportamien-
to no obedece a una forma funcional sencilla.

Estudiando el comportamiento en funcién de la
longitud del péndulo 2, se obtiene la Figura 4. Se
observa que la resonancia ocurre cuando las lon-
gitudes de los péndulos son iguales, este efecto es
mas notorio cuando la masa del péndulo 2 es me-
nor que la del péndulo 1.

En la Figura 5 podemos observar el comporta-
miento completo de este 4ngulo en funcién de la
masa y de la longitud del péndulo 2, para valo-
res muy pequeiios de masa. Se puede observar que
el péndulo 2 es impulsado a una vuelta completa
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(4ngulo igual a ).

Si variamos el factor de acoplamiento w, el com-
portamiento que obtenemos es el que se muestra en
la Figura 6.

Se puede observar que para un determinado va-
lor de w, se alcanza la resonancia en el sistema. Este
valor méximo depende de la longitud del péndulo
2, como se ve en la Figura 7.

El valor de w para el cual el péndulo 2 da una
vuelta en funcién de la longitud del péndulo es es-
tudiado en la Figura 8. Nuevamente en escala lo-
garitmica el valor de la pendiente es muy cercano a
-0, 5.

Finalmente, se hace un anélisis de las condicio-
nes de sincronizacién 1:1 (coincidencia en los va-
lores de los periodos de ambos osciladores) en fun-
cién de las condiciones iniciales y de las longitu-
des de los péndulos. Una primera constatacién es la
sensibilidad a condiciones iniciales, lo que en nues-
tro caso significa que dependiendo de la condicién
inicial que se elija para el péndulo 2, la longitud
de éste péndulo serd diferente para que se tenga
una sincronizacién 1:1 con el péndulo 1, del cual
sus parametros estdn fijados. En la Figura 9(a) se
ve cémo la longitud del péndulo 2, I; puede cam-
biar de acuerdo con la eleccién de su condicién ini-
cial 65; cuando 0y es exactamente opuesto a 6y,
se tiene que l; = [; para que exista sincronizacién
1:1 y en este caso, se tendrd una antisincronizacién
(sincronizacién en antifase) con iguales amplitudes
para ambos péndulos. Por otra parte, se tiene que
si 59 aumenta en médulo, la longitud [, tiende a
hacerse cada vez menor; por el contrario cuando
o tiende a cero, 5 tiende a valores cada vez ma-
yores, encontrdndose que para 5 = 0, la longitud
ls = 21,763m, situacién que equivaldria a traba-
jar con péndulos de longitudes similares a las de
los péndulos de Foucault. Otro aspecto interesante
mostrado en la Figura 9(a)-(c) es que representan
situaciones de antisincronizacién, ademés que en
(c), la serie temporal del péndulo 2 corresponde a
un ciclo de orden 2, lo que en el espacio de fases
daria lugar a una tipica figura de Lissajous [23]; en
tanto que para (d), la amplitud oscila de manera
marcada lo que haria ver que el espacio de fases se
“llena” a pesar de que se tiene sincronizacién. Para
terminar, podemos sefialar que en la Figura 9(e), se
tiene una sincronizacién en fase, lo que se justifica
por el hecho de que las condiciones iniciales 61 y
s tienen el mismo signo. El andlisis que se acaba
de hacer puede ser extendido a los otros pardmetros
y a otros érdenes de sincronizacién. Por otro lado,
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Podemos extender este modelo a varios péndu-
los y ademads se pueden estudiar las condiciones ge-
nerales de sincronizacién, asi como se puede reali-
zar un andlisis completo de bifurcaciones y caos que
permita comprender este tipo de sistemas en toda
su amplitud.
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