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RESUMEN

Se reporta los resultados experimentales en un sistema de varias esferas
metdlicas pequefias que reposan sobre la placa inferior de un capacitor de pla-
cas paralelas cuadradas; el sistema de esferas estd confinado lateralalmente por
un contorno cuadrado cargado eléctricamente que impide que las esferas se dis-
persen en 2D. El objetivo de este trabajo surge de una gran y creciente evidencia
de datos experimentales sobre fases condensadas en 2D que atin carece de un
modelo tedrico definitivo que permita interpretar tales resultados (por ejemplo,
el proceso de liquefaccién en 2D). En este trabajo se desarrollé un sistema de
validacién para establecer las interacciones entre esferitas cargadas y el con-
torno de confinamiento. La investigacién comprendié el montaje experimental,
su calibracién y la adquisicién de datos. Se muestra que el modelo de interac-
cién coulombiano es razonable para interpretar los resultados experimentales
de este trabajo, aunque también es posible una interaccién dipolar debido a la
formacién de cargas imagen en los platos del capacitor.

Descriptores: problemas de contorno en electrostdtica; transiciones de fase; técnicas
computacionales.

ABSTRACT

We report the experimental results of a system of several milimeter-size
metallic spheres lying over the lower plate of a parallel plate square capaci-
tor; the spheres are laterally confined by a square metallic electrically charged
boundary which prevents the spheres from being dispersed in 2D. The large and
growing evidence of experimental data of condensed phases in 2D still lacks
a definitive theoretical model that permits the interpretation of such data (for
example the process of melting in 2D). In this work we have developed a vali-
dation system to establish the interactions among the spheres and the confining
boundary. The research involved the experimental set up, its calibration and da-
ta gathering. We show that the Coulombian interactions model is reasonable for
interpreting the experimental data in this work, although a dipole interaction is
also possible due to the formation of image charges on the capacitor plates.

Key words: boundary value problems in electrostatics; phase transitions; computational
techniques.
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1. INTRODUCCION

Uno de los intentos mds tempranos para mode-
lar fases condensadas en escalas casi macroscépi-
cas fue llevado a cabo por Bragg [1]. Este modelo
consistié de islas flotantes de burbujas de aire crea-
das sobre la superficie de una solucién jabonosa. La
estructura resultante fue evolucionando temporal-
mente hasta convertirse en una red triangular per-
fecta. Ya que las burbujas tienen simetria esférica,
la red triangular es consistente con un sistema en
ausencia de vibraciones térmicas (0 K). Ademads, es-
tos sistemas permiten la observacién de defectos en
la estructura cristalina, tal como lo sefialé Friedel
[2]. Bernal propuso un sistema similar consistente
de esferas metdlicas idénticas confinadas dentro de
un volumen irregular, de donde obtuvo estructuras
amorfas similares a las de un liquido simple [3].
Pieraniski adapté un simulador mecdnico de esfe-
ras metdlicas a fin de demostrar los conceptos bési-
cos de las fases cristalinas y liquidas. Tomando fo-
tografias de larga exposicién, Pierariski pudo visua-
lizar los estados sélido y liquido del sistema cuando
éste era afectado por un cambio de volumen. Pie-
rariski también utilizé este sistema para observar la
estructura de las dislocaciones y de la coexistencia
de las fases liquida y sélida en presencia de la gra-
vedad inclinando paulatinamente el sistema a par-
tir de la horizontal.

Blonder [4] propuso un modelo de esferas
metdlicas milimétricas que se pueden mover libre-
mente sobre el plato inferior de un capacitor de pla-
cas paralelas. Al aplicar alto voltaje DC al capaci-
tor las esferas adquieren la misma carga y en con-
secuencia se repelen. Blonder sugirié que este sis-
tema podria usarse para modelar sistemas acopla-
dos electrostaticamente en 2D. Pouligny, Malzen-
der, Ryan y Clark [5] desarrollaron mds el modelo
a fin de estudiar el proceso de licuefaccién en 2D.
Entre otras novedades, utilizaron un motor para si-
mular el efecto de la temperatura con un caracter
gaussiano. Saint Jean et al. [6][7][8] desarrollaron
independientemente un sistema similar al de Blon-
der para investigar las configuraciones del estado
base y de estados metaestables en sistemas de Wig-
ner en 2D con un nimero de particulas entre 2 y
30.

Resumiendo: existe un gran y creciente volu-
men de datos experimentales sobre el estudio de
fases condensadas en 2D. Los sistemas utilizados
para realizar dichos experimentos varian de dife-
rentes maneras: la escala del sistema, las particulas

que constituyen los sistemas, las interacciones entre
particulas, el confinamiento externo y los potencia-
les del sustrato (plato inferior del capacitor), el tipo
de fuerza que induce la transicién de fase y las res-
tricciones impuestas en la observacién cuantitativa
del sistema en su conjunto. El desarrollo de nuevos
modelos es esencial para ampliar nuestro entendi-
miento y conocimiento del proceso de liquefaccién
en 2D.

En este articulo reportamos los resultados de
nuestros experimentos en un sistema de esferas
metdlicas que reposan y se pueden mover libremen-
te sobre el plato inferior (sustrato) de un capaci-
tor de placas paralelas de forma cuadrada; el sis-
tema de esferas estd confinado lateralalmente por
un contorno cuadrado cargado eléctricamente que
impide que las esferas se dispersen en 2D. Nues-
tros resultados estardn sujetos a diferentes interpre-
taciones en tanto no estemos seguros acerca de la
naturaleza de la fuerza repulsiva entre las esferas.
De hecho, la falta de un modelo confiable sobre la
naturaleza de la interaccién entre esferas cargadas,
aln es una cuestién abierta y ha provocado diferen-
tes opiniones en los trabajos mencionados anterior-
mente.

En efecto, durante estos ultimos afios se han
propuesto varios modelos tedricos con diferentes ti-
pos de interacciones, como ser: Coulomb, Coulomb
apantallada, Lennard-Jones, dipolar, logaritmica y
de esfera dura. Estos modelos conducen a diferen-
tes resultados en términos del mecanismo de licue-
faccién [9][10][11]. Mostraremos que la interac-
cién coulombiana es la que nos parece més razona-
ble en el experimento reportado en este trabajo, y
para ello utilizaremos un goniémetro a fin de verifi-
car experimentalmente la plausibilidad de dicha in-
teraccién. El montaje mds simple comprende a dos
esferas, pero resulta inadecuado debido a la rela-
tivamente grande fuerza de friccién. Asi pues, de-
cidimos medir la fuerza repulsiva en un arreglo de
varias esferas asistidos por un método computacio-
nal que permite medir la deformacién del arreglo
debido a un gradiente gravitacional. Los efectos de-
bidos al contorno que encierra al arreglo de esferas
se toman en cuenta por una técnica especial.

2. INTERACCION DIPOLAR

En un capacitor como el que se muestra en la
Fig. 1, el campo eléctrico separa por induccién las
cargas positiva y negativa de una esfera metdlica.
Asi, debido al tamaiio finito de las esferas, la distan-
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Figura 1. Interaccién dipolar.

cia r entre cargas del mismo signo resulta ser menor
que la distancia r’ entre cargas de signo opuesto. En
consecuencia, la fuerza repulsiva asociada a r do-
mina sobre la fuerza atractiva asociada a ' dando
como resultado una interaccién que, bajo una apro-
ximacién razonable, contiene un término dominan-
te de fuerza dipolar repulsiva que serd menor que
la repulsién coulombiana (que no estd contrabalan-
ceada por fuerzas atractivas).

La fuerza dipolar entre las dos esferas de la Fig.
1 se expresa como

_ Q? (r? +4R?) —r?
 4meg r2(r244R2)

b 1

donde @ es la cantidad de carga polarizada (no de
carga neta), que estd indicada por ‘+’ o por ‘-’ den-
tro de las esferas; R es el radio de cada esferay r
es la distancia entre los centros de las esferas. La
fuerza de Coulomb entre dos esferas idénticas se-
paradas por la misma distancia r estd dada por

_ @1

 dmweg r?’

Im 2

donde () es la carga neta en cada esfera. Como ya
se sabe, fp es menor que fi,.

El mecanismo de induccién que da lugar a la
fuerza dipolar no requiere el contacto fisico de las
esferas con el plato inferior del capacitor. Sin em-
bargo, cuando se interpuso una plancha aislante so-
bre este plato inferior, separando asf las esferas del
plato conductor, la fuerza repulsiva entre las esfe-
ras fue mucho menor, por lo que aparentemente la
interaccién dipolar por sf sola no es adecuada a fin
de explicar la verdadera naturaleza de la interac-
cién entre las esferas.

Figura 2. Montaje experimental del goniémetro.

3. EL GONIOMETRO

En el goniémetro de la Fig. 2 se utiliza un mar-
co de confinamiento cuadrado. Tres tornillos mi-
crométricos permiten controlar la inclinacién del
sustrato, lo que afiade una fuerza mgsen6 sobre
cada esfera del arreglo, donde 6 es el 4ngulo del
sustrato con respecto a la horizontal. Asi, el cambio
de la estructura global del arreglo de esferas per-
mite medir con precisién la fuerza de Coulomb al
ser ésta contrarrestada por la fuerza de gravedad
una vez que el arreglo llega a su configuracién de
equilibrio.

En principio sélo se requeriria dos esferas pa-
ra medir por éste procedimiento la fuerza de
Coulomb. Y de hecho asf se hizo al comienzo: una
esfera se mantenia fija mientras la otra se movia a
lo largo de un carril rectilineo. No obstante, los re-
sultados de este procedimiento fueron desechados
debido a los efectos de la friccién que resultan sig-
nificativos cuando no estdn contrarrestados como
ocurre en un arreglo de muchas esferas.

4, PROCEDIMIENTO DE VALIDACION

En un tipico experimento para medir la fuerza
de Coulomb se utilizaron 169 esferas puestas aden-
tro de un capacitor con un contorno cuadrado de
confinamiento (Fig. 3(a)). El arreglo resultante de
esferas se distorsiona cuando el nivel del capacitor
se inclina a partir de la horizontal. El 4ngulo de in-
clinacién varfa en incrementos de aproximadamen-
te 0,01°, hasta que algunas de las esferas en la parte
inferior estdn muy cerca entre si. Luego el proceso
se invierte de manera reversible hasta que de nuevo
el sistema est4 horizontal.
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Luego, en cada uno de los 12 a 13 pasos du-
rante la inclinacién, se toma una fotografia digi-
tal (imagen CCD) al la que se aplica un algoritmo
que permite calcular la posicién de cada esfera; de
aqui ya se puede calcular la fuerza de interaccién
de Coulomb. Aunque solo bastarian dos configura-
ciones de esferas (una de ellas debe ser la corres-
pondiente a la horizontal), en este trabajo hemos
utilizado informacién de todas las configuraciones
correspondientes a los diferentes pasos de inclina-
cién a fin de obtener una curva de ajuste confiable
para la fuerza de Coulomb.

Como se aprecia en la Fig. 3(a), la fuerza de re-
pulsién entre las esferas estd balanceada (una vez
tomado en cuenta en efecto del contorno de con-
finamiento), mientras que en la Fig. 3(b) la nueva
configuracién de las esferas refleja el efecto de la
gravedad. Asf pues tenemos que la expresién

169
Zfij+fi’+mgsen0=0 €))
j=1

representa a la fuerza total que actia en la i-ésima
esfera (i =1, 2, ..., 169). En (3) f] es la fuerza de
confinamiento sobre la i-ésima esfera, mientras que
mgsenf es la componente del peso. Ya que supo-
nemos una interaccién de Coulomb, ésta esta dada
por

2
= 2T, @
4drreg T

donde @ es la carga neta en cada esfera y r;; es el
desplazamiento entre la i-ésima y la j-ésima esfe-
ras.

En nuestra convencién, la direccién de y
estd definida a lo largo de la pendiente de inclina-
cién. La componente z de f;; no es relevante en el
célculo de la fuerza de Coulomb. Calculamos lue-
go la componente y de f;; para cada esfera segiin
(4). Sustituyendo el resultado en (3), donde el va-
lor de mgsen f se puede determinar con precisién,
podremos entonces estimar el valor de Q. Numéri-
camente este valor varfa un poco entre esferas, por
lo que tomaremos un valor promedio de () en este
trabajo.

5. EQUILIBRIO DE FUERZAS

No podemos usar (3) a fin de calcular la fuer-
za de Coulomb a menos que se conozca la fuerza
de confinamiento f] debida al contorno que contra-
rresta la fuerza repulsiva de Coulomb.

L e I

(@) (b)

Figura 6. (a) red triangular; (b) elementos triangulares
(sombreado gris).

En la Fig. 4(a) se ilustra los valores de la fuer-
za de Coulomb }°; f;; calculada segin (4), que se
compara con la fuerza de confinamiento f; mostra-
da en la Fig. 4(b). La diferencia entre la fuerza de
Coulomb y la fuerza de confinamiento es lo que de-
nominamos “fuerza residual”; esta fuerza residual
contrarresta la gravedad, como se muestra en la
Fig. 4(c). Podemos ver que el campo de fuerza re-
sidual calculada asf no es uniforme, probablemente
debido a algin error numérico al estimar la fuerza
de confinamiento.

La fuerza de confinamiento medida en un nivel
horizontal est4 libre del efecto de la gravedad. Cal-
culamos entonces la fuerza repulsiva de Coulomb
entre esferas como se muestra en la Fig. 5(a). Las
fuerzas se balancean en torno al centro del arreglo
de esferas, pero se incrementa hacia el exterior del
arreglo. Invertimos entonces esta fuerza repulsiva
tomédndola como la fuerza que confina las esferas
en sus posiciones. Aparentemente, esta fuerza de
confinamiento no debe cambiar al inclinar el arre-
glo; en efecto, medimos esta fuerza en todas las 169
posiciones del arreglo para todos los dngulos de in-
clinacién del arreglo. Si los 169 valores as{ medidos
de la fuerza repulsiva pudieran, de alguna manera,
extrapolarse a través de todo el arreglo, entonces
podriamos aislar el efecto de la gravedad cuando el
arreglo se inclina.

6. RED DE EXTRAPOLACION LINEAL

La Fig. 6(a) muestra una red triangular con 169
nodos indicando las posiciones de las esferas cuan-
do el arreglo esté horizontal y donde se conoce la
fuerza de confinamiento. Deseamos pues extrapolar
los valores de la fuerza al drea limitada por la red
que estd sombreada en gris en la Fig. 6(b). Por sim-
plicidad suponemos que la fuerza de confinamiento
varia linealmente en la regién gris (extrapolacién
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Figura 7. Extrapolacidn lineal de f; definidaenr; ( =
1,2,3).

lineal).

En la Fig. 7 se muestra un elemento simple de la
red. Los nodos de este elemento estdn ubicados en
las posiciones ry, rs y r3. Los vectores de las fuerzas
correspondientes a estos nodos son (f1, g1), (f2, g2)
y (fs, g3) (por claridad sélo se muestran las compo-
nentes z de las fuerzas en la Fig. 7). Los valores de
las fuerzas que resultan de la extrapolacién lineal
yacen sobre la regién sombreada en gris, y se cal-
cularon de acuerdo a:

f=Az+ By+ C, (5a)

g=Dz+ Ey+F, (5b)

donde (f, g) son las componentes de la fuerza de-
finida en las coordenadas (z, i) de la regién trian-
gular. Asi, las seis constantes A, B, C, D, Ey F se
determinan por los seis valores de f y g dados en
los nodos.

Una vez que el arreglo se inclina, las esferas se
mueven a partir de sus posiciones nodales, tal como
se muestra en la Fig. 8. Sustituyendo las nuevas
coordenadas en (5) obtenemos la fuerza de confi-
namiento. Sin embargo, ya que las constantes en
(5) corresponden a cada elemento triangular par-
ticular, debemos conocer en cudl elemento se en-
cuentra la esfera. Identificamos el tridngulo en el
que la esfera se encuentra por medio de un procedi-
miento numérico automadtico. Para una cierta esfera
(disco gris en la Fig. 9) calculamos tres “4ngulos de
prueba” de acuerdo a

|(r1 — 1) X (r3 —1)|

senq =
vy —r| |r3 —r]
— x —
g |E=Dx@-D
vy — x| |rp — 1|
— x —_—
oy [(F2 1) X (3 = 1)

|ra —r| |r3 —r|

(@) (b)

Figura 8. Coordenadas de las esferas (puntos negros) so-
bre un plano inclinado relativo a la red: (a) = 0,40°; (b)
6= 0,69°.

donde r es la coordenada de la esfera. En nuestro
algoritmo r estd fija mientras variamos ry, ro yrz a
medida que el programa barre todos los elementos
triangulares de la red. Si a+3+v= 360° entonces
la esfera debe hallarse dentro del tridngulo que se
estd examinando en ese momento.

En la Fig. 8 algunas esferas se encuentran afuera
de los elementos triangulares. Cada una de estas es-
feras estaré asociada con aquel elemento triangular
que asegure un valor maximo para a+8+7, y éste
es el que estard mds préximo a la esfera. En este
caso (5) aun es vélida en términos de la extrapola-
cién lineal, aunque la intensidad de la interaccién
estard de alguna forma subestimada.

7. MODELO PARA LA FUERZA REPULSIVA

En esta seccién propondremos un modelo sim-
ple para representar analiticamente la fuerza repul-
siva entre esferitas de radio R.

En el capacitor mostrado en la Fig. 10 el elec-
trodo superior estd cargado a un potencial Vp ~
5000V, mientras que el electrodo inferior y el con-
torno lateral estdn “aterrizados” (potencial nulo).
Si consideramos la variacién lineal V' (y) del poten-
cial entre los electrodos en ausencia de esferitas
dentro del capacitor, tenemos que

V() = V%, Y

donde H es la separacién entre los electrodos y y
es la altura a partir del electrodo inferior. Suponga-
mos que el potencial dado por (7) con0 < y < 2R
corresponde al de una carga neta () distribuida uni-
formemente sobre la superficie de la esfera de radio
R, para la cual

@
= 47T€0R

)
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A 1T

Figura 9. Tridngulo con tres dngulos de prueba «, 5y 7.

es el potencial. Entonces, si admitimos que V (y) =
V', de (7) y (8) se encuentra que la carga neta de
la esferita —como funcién de la altura y— debe ser

_ Y
Q= 47T€0V0HR, C))

lo que conduce a

2 2
Y R
= dregVE | = —
fu = dmeo °<H) (r)’
que es la formula para la fuerza repulsiva coulom-
biana entre dos esferas separadas por una distancia

r, donde el valor de y debe ser ajustado experimen-
talmente.

(10)

8. RESULTADOS

A fin de calcular el valor de y en (10) grafica-
mos nuestros datos experimentales en la Fig. 11.
Aqui hemos reemplazado a (10) con

o= (5 - (3 ('

que conduce, a través de (3), a la fuerza residual
normalizada, esto es, la componente y del término
>_; fi; + f; que contrarresta a la componente gravi-
tacional a lo largo de la pendiente del arreglo. El
ajuste lineal de los datos de las Figs. 11(a) y 11(b)
da como resultado

y = 1,947z — 0,592, (12a)

y = 1,982z + 0,120, (12b)

respectivamente.

En la Fig. 11(a) comenzamos a partir del nivel
horizontal del arreglo hasta un cierto nivel méximo
de inclinacién. Los resultados se indican con mar-
cas en forma de cuadrado. Luego reducimos la in-
clinacién hasta que el arreglo de nuevo esté al nivel

v ¥ V=V,
1
_.il._
2R |
| 0.707R
0 V=0 'I

Figura 10. Esfera dentro de un capacitor.

horizontal. Los resultados en este caso se indican
con marcas en forma de rombo. Los datos de la Fig.
11(b) corresponden a las mismas mediciones. La di-
ferencia entre las Figs. 11(a) y 11(b) surge del uso
de diferentes redes de referencia (ver Fig. 6) para
medir la fuerza de confinamiento del contorno. La
red usada en la Fig. 11(a) se tomé de la primera
imagen CCD del experimento, mientras que la red
usada en la Fig. 11(b) se tomé de la dltima ima-
gen CCD; en ambos casos el arreglo estd a nivel
horizontal. Usando (11) y (12) podemos suponer
razonablemente que (R/y)? = 2 (dentro del error
experimental), por lo que tenemos

2 2
peseea (2)' (2)

como la expresién para la fuerza repulsiva de
Coulomb entre esferas. La férmula (13) significa
que el potencial generado por la carga neta de la
esfera es igual al potencial del capacitor a una altu-
ray = 0,707 R (Fig. 10).

Medimos asimismo la fuerza de Coulomb usan-
do esferas de 5 mm. Los resultados se muestran en
la Fig. 12. En este caso, la ecuacién (12) se reem-
plaza por

(13)

y = 2,059z + 5,239, (14)

y de nuevo se obtiene (R/y)? ~ 2, lo que confirma
la validez de (13).

9. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

Se ha desarrollado un sistema de validacién pa-
ra encontrar las interacciones entre esferitas car-
gadas confinadas dentro de un contorno rectangu-
lar; el montaje experimental, su calibracién y la to-
ma de datos fueron parte de este trabajo. Para este
propésito fue necesario elaborar un algorirmo es-
pecifico que nos permita interpretar las configura-
ciones espaciales de esferitas en términos de sus in-
teracciones.
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Figura 11. Fuerza residual de Coulomb normalizada vs.
componente de la gravedad (para esferas de 2 mm). Las
marcas cuadradas corresponden a la inclinacién ascen-
dente y las marcas romboidales corresponden a la incli-
nacién descendente. (a) datos referidos al primer nivel;
(b) datos referidos al segundo nivel. Las lineas s6lidas
corresponden al ajuste lineal de los datos.

Debe mencionarse que ain persiste una cierta
ambigiiedad en varias 4reas de interés actual en la
fisica sobre el cardcter y comportamiento precisos
de la interaccién entre esferas y entre el contorno
de confinamiento a corta distancia. La interaccién
dipolar que se sugiere en algunos trabajos previos
como posible forma de interaccién fue excluida en
este trabajo. Sin embargo, supimos que una forma
diferente de interaccién dipolar es muy posible de-
bido a la formacién de cargas imagen en los platos
del capacitor, lo que ya se sugiere en el trabajo pio-
nero de Blonder [4]. Esto motiva un mayor impetu
hacia el estudio detallado del carécter de las inter-
acciones entre esferitas y se sugiere como tema de
motivacién para trabajos futuros, por ejemplo, en
lo referido a la investigacién sobre los mecanismos
de liquefaccién.

Finalmente, hemos mostrado que el modelo de
interaccién coulombiano es razonablemente ade-
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Figura 12. Fuerza residual de Coulomb normalizada vs.
componente de la gravedad (para esferas de 5 mm). Las
marcas cuadradas corresponden a la inclinacién ascen-
dente y las marcas romboidales corresponden a la incli-
nacién descendente.

cuado para interpretar las interacciones entre es-
feritas y el contorno de confinamiento. Esperamos
que este modelo pueda ser til para otros experi-
mentos donde se incluye a la temperatura como un
parametro de control. Esperamos ademds que este
modelo se pueda implementar para propdésitos edu-
cativos.
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