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RESUMEN

Con base en un modelo discreto de péndulo amortiguado, se estudian las condiciones de sin-
cronizaciéon para dos péndulos acoplados, variando las caracteristicas propias de los péndulos,
asi como las condiciones de acoplamiento. Se encuentran las cuencas de atraccién para dife-
rentes situaciones en las que se fijan los parametros de control. Variando los valores de los
parametros de control (longitud, masa y coeficiente de disipacion), se encuentran diagramas
de fase relacionados con las condiciones iniciales de uno de los péndulos, mediante los cua-
les es posible identificar regiones de sincronizacién. Se hace énfasis en la sincronizacion 1:1
aunque sincronizaciones de otros 6rdenes son también posibles.

Descriptores: sistemas dinamicos no-lineales — sincronizacién — osciladores acoplados
Cédigo(s) PACS: 05.45._a, 05.45.Xt

ABSTRACT

Based on a damped pendulum discrete model, we studied the synchronization conditions
for two coupled pendula, varying both the pendulas features and coupling conditions. We
found the basis for attraction in several situations in which the control parameters were fi-
xed. Varying the control parameters (length, mass and damping coefficient), we found phase
diagrams related to the initial conditions of one of the pendula; in these diagrams we identi-
fied synchronization regions. We emphasize the synchronization with a winding number p~1
(synchronization 1:1); nevertheless, other synchronization orders are possible (p # 1).

Subject headings: dynamical systems (non-linear) — synchronization — coupled oscillators

1. INTRODUCCION

El fenémeno de sincronizaciéon es muy comun en la
naturaleza y muchos sistemas de diversa indole exhi-
ben este comportamiento (Strogatz 2003; Rosenblum
& Pikovsky 2003), destacandose entre ellos los siste-
mas bioldégicos (Glass 2001), las reacciones quimicas
(Shabunin et al. 2003; Fukuda et al. 2005), los cir-

cuitos electronicos (Kittel et al. 1998; Ramirez Avila
et al. 2003), los laseres (Roy & Thornburg 1994;
Lopez-Gutiérrez et al. 2009) y por supuesto, los
péndulos (Huygens 1986; Smith et al. 2003) que
desde el punto de vista histdrico, constituye el primer
sistema en el cual se observé sincronizacion (Huy-
gens 1673); los péndulos, a pesar de ser sistemas en
apariencia simples siguen concitando la atencién y
son sujetos de investigacion tanto desde el punto de
vista tedrico como experimental (Baker & Blackburn
2009).

En este trabajo, nos abocamos a encontrar las con-
diciones de sincronizacién para dos péndulos acopla-
dos. Se sabe que para sistemas no lineales disipa-
tivos, es posible la existencia de mas de un atrac-

tor, por lo que diferentes condiciones iniciales pue-
den evolucionar hacia cualquiera de los atractores
coexistentes; asi, el conjunto de condiciones iniciales
que se aproxima a un atractor, es llamado la cuenca
de atraccién de este atractor (Kapitaniak & Bishop
1999). En §2 se describe el modelo utilizado para es-
tudiar el sistema de dos péndulos acoplados con disi-
pacion, en la primera parte de §3 se muestran dife-
rentes cuencas de atraccién del sistema que nos dan
una idea de como obtener condiciones de sincroni-
zacion; posteriormente, se muestran las regiones de
sincronizacién, que pueden asociarse a las llamadas
lenguas de Arnold (en el sentido de que representan
regiones de sincronizaciéon de una manera simi!ar a
la utilizada en (Pikovsky et al. 2001; Ramirez Avila
2004)!) para diferentes situaciones en las que los
parametros varian. Se daran finalmente en §4 las
conclusiones y las perspectivas de este trabajo.

1 Estas regiones de sincronizacién se diferencian de las len-
guas de Arnold, en el sentido que en lugar de representarlas en
un plano intensidad de acoplamiento vs. frecuencia, son represen-
taciones en el plano parametro de control vs. condiciones iniciales.
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2. MODELO

Al igual que en (Ticona Bustillos & Ramirez Avila
2008), utilizamos el modelo discretizado de péndulo
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F1G. 1.— Cuenca de atraccién para identificar las regiones de
sincronizacion 1:1 (regiones oscuras) cuando la relacién de longi-
tud de los péndulos acoplados es Iz = 2]; con p = 1.0000 + 0.0020.
Se observa una simetria en la region de sincronizacién que nos
lleva a interpretar que la sincronizacién 1:1 es favorecida cuando
las condiciones iniciales son bastante diferentes.

donde los superindices 1 y 2 identifican a cada
uno de los péndulos acoplados? y w representa las
condiciones de acoplamiento, la cual contiene a la
distancia de separacion entre los péndulos y a la
rigidez del material usado para acoplar los mismos;
ademas:
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Este modelo fue comparado con valores experimen-
tales en (Ticona Bustillos & Ramirez Avila 2008),
dando muy buenos resultados, con lo que pudimos es-
tudiar las principales caracteristicas de transmision
de movimiento en funcién de las caracteristicas del
sistema. Ademas, se pudo verificar la fuerte depen-
dencia de este sistema con las condiciones iniciales y
algunas caracteristicas de sincronizacién, las cuales
estudiamos con mas detalle a continuacion.

3. RESULTADOS

Primeramente, se determinaron las cuencas de
atraccion para posibles situaciones en las cuales se
pueden controlar ciertos parametros, como la masa
de la lenteja y la longitud del péndulo, la disipacion

2 Por razones de comodidad en la notacién, se utilizar4 a lo largo
del articulo m; = m® y1; =1(9),

y lo adaptamos para la situacién en la cual se tienen
dos péndulos acoplados con disipacién, cuyas ecua-
ciones estan dadas por:
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F1G. 2.— Cuenca de atraccién delimitando las situaciones en las
que p = 1.0000 + 0.0001 (region oscura), cuando se considera que
las masas de las lentejas de los péndulos son de 0.050 kg y 1.000
kg respectivamente. La sincronizacion 1:1 es favorecida cuando
las condiciones iniciales de ambos péndulos tienen valores simila-
res y con el mismo signo (extremos inferior izquierdo y superior
derecho), tienen valores similares con diferente signo (regién casi
rectilinea con pendiente aproximada de -1) o tienen valores dife-
rentes pero con el mismo signo y con la particularidad que uno de
los péndulos debe tener una condicién inicial no muy lejana a cero
(el resto de las regiones de sincronizacion).

y el factor de acoplamiento. Para el trabajo numérico,
se utilizo6 el valor de la aceleracién debida a la grave-
dad en La Paz: g = 9.775 m/s?; este valog ya fue uti-
lizado en (Ticona Bustillos & Ramirez Avila 2008),
para comparar los resultados con medidas experi-
mentales, las cuales fueron realizadas en esta ciu-
dad.

Analizamos el comportamiento de la relacién p =
T,/T; =1 de los periodos de los péndulos, variando
las condiciones iniciales de los mismos. Esta consi-
deracion, nos permite identificar las condiciones ini-
ciales para las cuales es posible la sincronizacion
1:1 entre los péndulos. Tomamos condiciones inicia-
les desde -0.7 hasta 0.7 rad. Nuestro primer estudio
(Figs. 1-2) implica el establecimiento de las regiones
de sincronizacién 1:1 (regiones oscuras) de las que
no siguen esta relacién (regiones claras), utilizando
los siguientes valores para el factor resultante de di-
sipacién y el factor de acoplamiento: b(!) = 5(2) =
0.9999 vy w = 1x107% respectivamente. Cada punto
mostrado en estas figuras corresponde a un prome-
dio de p obtenido sobre las 50 ultimas oscilaciones
consideradas en las simulaciones para cada péndulo.

En la Fig. 1 mostramos un caso en el cual ambos
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F1G. 3.— Cuenca de atracciéon cuando l; =l =1.00 my m; =
ms = 0.050 kg, fijando b(1) = 5(2) = 0.999 con p = 1.0000 + 0.0004
en las regiones de sincronizacion, las cuales presentan cierta si-
metria en el sentido que los péndulos deben tener condiciones
iniciales de signo contrario cuando los dngulos iniciales son pe-
querios. Es notable también el ensanchamiento de las regiones de
sincronizacién a medida que se consideran condiciones iniciales
mayores. Se observa finalmente la aparicion de una nueva region
de sincronizacién no simétrica para valores pequetios del angulo
inicial del péndulo 2.

péndulos tienen una masa de 0.0500 kg y los largos
son de 1.00 m y 2.00 m, respectivamente. Los puntos
nos muestran los valores obtenidos para p a partir de
las diferentes condiciones iniciales, donde hacemos
la distincién entre las regiones en las cuales se pre-
senta la sincronizacién 1:1 (oscura) de las que no pre-
sentan esta caracteristica (clara). Podemos observar
que la region en forma de cruz corresponde a las con-
diciones de sincronizaciéon 1:1 ya que se obtienen va-
lores de p muy cercanos a la unidad. Es interesante
observar la simetria en la Fig. 1, lo que nos indica
por una parte que el conjunto de condiciones inicia-
les que nos llevan a p =~ 1 es bastante reducido y por
otra parte que para obtener esta situacion, las con-
diciones iniciales de ambos péndulos deben ser muy
préximas a cero o en su defecto, uno de los péndulos
debe tener una condicién inicial cercana a cero y el
otro un angulo inicial considerable, situacién que da
lugar a que la region de sincronizacion 1:1 se ensan-
che. Esto ultimo implica que es mas facil alcanzar
una sincronizacion 1:1 entre los péndulos cuando uno
de ello empieza en el reposo relativo (6, = 0) y el otro
con una amplitud grande.

Para los resultados de la Fig. 2 el largo de ambos
péndulos es de 1.00 m y las masas son de 0.050 kg
y 1.000 kg respectivamente. En este caso, se observa
que también existe una simetria en las regiones de
sincronizacién 1:1, donde se pueden resaltar tres as-
pectos interesantes, a saber: (i) Los extremos infe-
rior izquierdo y superior derecho presentan una si-
metria que implica que las condiciones iniciales de
ambos péndulos deben tener valores similares y del
mismo signo. (ii) La regién rectilinea de pendiente
negativa muestra que los péndulos deben comenzar
cada uno en extremos opuestos para favorecer la sin-
cronizacién 1:1. (iii) Las otras regiones de sincroni-
zaciéon muestran que los valores de las condiciones
iniciales pueden ser bastante diferentes pero deben
tener el mismo signo y ademas uno de los péndulos
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F1G. 4.— Cuenca de atraccién para longitudes y masas iguales
para los péndulos, con 5(1) = b(2) = 0.9999, cuando se considera
un factor de acoplamiento w = 5x10~6. Las regiones de sincroni-
zacién oscuras corresponden al valor p = 1.0000 4+ 0.0021. Existe
una simetria entre estas regiones y se nota que la densidad de las
mismas es mayor que en los anteriores casos.

debe comenzar con un angulo pequeio no muy ale-
jado de cero.

En las Figs. 3 y 4 utilizamos valores iguales para
los largos y las masas de ambos péndulos (I; = [»
y m; = my), fijando el valor de b(!) = b(?) = 0.999.
En la Fig. 3, la densidad de regiones de sincroni-
zacion 1:1 es mayor, resaltando las regiones en las
cuales los angulos iniciales deben ser pequerios para
ambos péndulos y de diferente signo (parte central),
notandose luego un ensanchamiento considerable a
medida que los angulos iniciales son mayores; se ob-
serva también la aparicion de nuevas regiones de
sincronizacién no simétricas como la que aparece en
la parte central y derecha de la Fig. 3, en la cual, am-
bos angulos iniciales tienen valores positivos pero el
del péndulo 2 puede permanecer cercano a cero, en
tanto que el del péndulo 1 puede crecer linealmente.

Finalmente, en la Fig. 4 fijamos el factor de aco-
plamiento en w = 5x107%. La distribucién de las re-
giones de sincronizacién es parecida a la de la Fig. 3
pero estas regiones se ensanchan, lo que nos lleva
a pensar que gracias al mayor acoplamiento entre
los péndulos, la sincronizaciéon 1:1 se ve favorecida.
Nuevamente, la légica de condiciones iniciales de la
misma magnitud pero de signos contrarios son las
que llevan a la sincronizacién 1:1; sin embargo, como
se senal6 anteriormente, existe un aumento notorio
de estas regiones con una tendencia a ocupar gran
parte del plano 6y, vs. 8y;. También se pueden ob-
servar manchas difusas representando regiones de
sincronizaciéon 1:1 lo que muestra una vez mas la
tendencia que tienen las regiones de sincronizacion
a hacerse mas extensas, maxime si el factor de aco-
plamiento aumenta su valor.

A continuacion, se estudian la sincronizacién
cuando se hacen variar un parametro de control y las
condiciones iniciales del segundo péndulo, fijando los
valores del primer péndulo en: m; = 0.050 kgy /; =
1.00 m, siendo la condicidon inicial del primer péndulo
en todos los casos 651 = 0.5 rad. De esta manera, se
obtienen las regiones que guardan similitud con las
lenguas de Arnold como se mencioné anteriormente,
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F1G. 5.— (Color online) Plano de fases I2 vs. 0p2 para el cual
se muestra la lengua de Arnold correspondiente a p = 1.0000 +
0.0289 (region oscura identificada con 1), cuando m; = mz = 0.050
kg. Las otras regiones que se identifican con 0, 2-7 corresponden
a zonas en las que se pueden encontrar otros 6rdenes de sincroni-
zacion con p = (0,1), p = (1,2), ..., p = (6,7). Es claro que en estos
intervalos, p C Pt por lo que no sélo existen regiones de sincroni-
zacion sino también cuasi-periodicidades y caos.
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F1G. 6.— (Color online) Plano de fases l2 vs. 0p2 para el cual
se muestra la lengua de Arnold correspondiente a p = 1.0000 +
0.0201 (region oscura identificada con 1), cuando m; = 5my =
0.050 kg. Las regiones identificadas con los nimeros 0, 2, 3,4y 5
corresponden a regiones en las cuales p = (0,1), p = (1,2), p = (2,3),
p =(3,4) y p = (4,5) respectivamente. Se nota el desplazamiento
del eje de simetria hacia la izquierda (02 < 0), lo que repercute
en el hecho que la region 5 sélo se presente en la parte derecha
del plano. Las regiones blancas en forma de “dedos” al interior de
la lengua de Arnold es posible que sean el resultado de los errores
del calculo numérico pues si se considera un intervalo ligeramente
mayor para el valor de p de la lengua de Arnold, estas desapare-
cen.

por lo que se utilizara en lo sucesivo esta termino-
logia.

En primer lugar tomamos en cuenta la variacion
del largo del segundo péndulo, consideramos valores
desde 0.10 m hasta 50.00 m, la masa de la lenteja de
este péndulo es mantenida en 0.050 kg. En las Figs.
5-11, se muestran las regiones equivalentes a las len-
guas de Arnold, donde nos concentramos en la region
con p ~ 1, aunque, otras regiones con otros érdenes
de sincronizacion pueden estar también presentes.
En la Fig. 5, se muestra el diagrama de fase I5 vs. 0,
en el cual aparece claramente la lengua de Arnold
con p ~ 1 (regién oscura identificada con el nimero

0.499
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0
Condicion inicial 002 [rad]

F1G. 7.— Plano de fases mo vs. 02 para el cual se muestra la
lengua de Arnold correspondiente a. p = 1.0000 £ 0.0005 (region
oscura identificada con 1), cuando l; =72 = 1.00 m. Se evidencia la
presencia de regiones para p = (0,1) y p = (1,2), (regiones identifica-
das con 0 y 2) aunque muchas de las regiones, sobre todo las iden-
tificadas con 0, en realidad pueden ser consideradas como parte
de la lengua de Arnold p = 1 puesto que la precisién numérica es
mayor a la que se puede obtener experimentalmente.

1). Ademas, se identifican regiones en las que p toma
valores comprendidos en los intervalos (0,1), (1,2),
..., (6,7 que se identifican con los numeros 0, 2,
...., 7 respectivamente. Es interesante notar que es-
tas regiones, en general, estan bien definidas y son
simétricas respecto de la situacién en la cual 6y, = 0.

Modificando el valor del coeficiente de disipacién,
no se notan cambios apreciables, pero cambiando el
valor de la masa del segundo péndulo, por ejemplo
a 0.010 kg, constatamos que la lengua de Arnold
para p ~ 1 es mas extensa que en el caso de masas
iguales de las lentejas de ambos péndulos, como se
puede observar en la Fig. 6. Ademas, se constata que
la simetria existente en el caso anterior (Fig. 5) se
rompe y se podria pensar que el eje de simetria ya
no pasa por 6y, = 0, sino que esta desplazado a la iz-
quierda del plano (62 < 0). Como en el anterior caso,
se identifican otras regiones en las cuales p = (0,1), p
=(1,2),..., p=(4,5), identificando las mismas con los
numeros 0, 2, ..., 5 respectivamente, siendo p real y
positivo lo que puede dar lugar a regiones en las cua-
les el comportamiento de los péndulos es periédico,
cuasi-periédico o caético. Un aspecto interesante es
la aparicién de regiones claras al interior de la len-
gua de Arnold; en principio, esto significaria que re-
giones con p < 1 rompen la simetria de la lengua de
Arnold: Sin embargo, estas regiones en particular si
bien poseen p < 1, este valor es muy cercano a 1 por
lo que se podria pensar que los errores propios del
calculo numérico hacen que no se consideren estas
regiones en el intervalo elegido para p. Otro aspecto
a resaltar es la aparicion de una pequeiia region p =
(4,5) solo en la parte derecha del plano; esto se justi-
fica facilmente por el hecho de la ruptura de simetria
referida lineas arriba.

Ahora, fijando /; =1, = 1.00 m y variando el valor
de my, podemos observar en la Fig. 7 que la lengua
de Arnold para p =~ 1 ya no tiene una estructura sen-
cilla como era el caso en las Figs. 5-6 y ocupa varias
regiones del plano, el cual contiene también regiones
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F1G. 8.— Plano de fases m2 vs. 0p2 para el cual se muestra la
lengua de Arnold correspondiente a. p = 1.0000 + 0.0006 (region
oscura identificada con 1), cuando /2 = 2/; = 2.00 m. También exis-
ten regiones en las cuales, p = (0,1) y p = (1,2), (regiones identifi-
cadas con 0 y 2), pero al igual que en los anteriores casos, p = (0,1)
puede ser absorbida por la regién de sincronizacién 1:1.

con p = (0,1) y p = (1,2). Nuevamente, nuestros re-
sultados son conservadores en cuanto a la regién de
sincronizacién 1:1 puesto que la precision numérica
que se considera supera la precision que se podria te-
ner en las mediciones experimentales, por lo que es
posible que las regiones de sincronizacion 1:1 ocupen
una extensiéon mayor en el plano de fases ms vs. 0.
Por otra parte, es interesante notar que en la zona
en la cual my, ~ m,, se tiene una tendencia a que
la region de sincronizaciéon esté presente casi para
todos los valores de 62, lo que en cierta manera con-
firma los resultados obtenidos en la Fig. 3.

En cambio si I, = 2[; = 2.00 m, la lengua de Ar-
nold en el plano my vs. 62 es muy pequefia, como
se ve en la Fig. 8. Es claro que la mayor parte del
plano corresponde a valores p = (1,2) por lo que en
estas regiones bien podrian haber sincronizaciones
de otros érdenes, cuasi-periodicidades o caos. Se ob-
serva también que cuando m, — m, las tinicas con-
diciones iniciales fy2 que preservan la sincronizacion
1:1 son aquellas en las que 6p2 — 0, en concordancia
con los resultados de la Fig. 1. Los anteriores resul-
tados indican que tanto la masa de la lenteja como la
longitud del péndulo juegan papeles importantes en
la sincronizacion de los dos péndulos acoplados.

De igual manera podemos analizar la sincroni-
zacion en funcion del factor de acoplamiento. En la
Fig. 9 se nota que para valores pequerios del factor
de acoplamiento, existe sincronizacién casi para to-
das las condiciones iniciales, en cambio para valores
grandes de dicho factor, la sincronizacion parece des-
aparecer dando lugar a una “granularidad” en la que
se tienen valores de p = (0,2). En la Fig. 9, se conside-
raron masas de las lentejas de los péndulos iguales
pero no las longitudes de los mismos; sin embargo, el
comportamiento cuando se tiene [; = [, no se modi-
fica sustancialmente.

Finalmente, si variamos el valor del coeficiente de
disipacién A = A() = \(?) tenemos que para péndulos
con las mismas caracteristicas (I; =l y m; = my),
la regién de sincronizacién 1:1, abarca casi todo el

5
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F1G. 9.— Plano de fases w vs. 0p2 para el cual se muestra la
lengua de Arnold correspondiente a. p = 1.0000 £ 0.0248 (region
oscura identificada con 1), cuando lp =2I; =2.00mym; =mg =
0.050 kg. La region de sincronizacién 1:1 esta bien definida para
valores w ~ 5x10~; para valores mayores, ya no se encuentra
una region bien definida para la sincronizacién 1:1 y se tiene una
especie de “granularidad” con valores para p comprendidos en el
intervalo (0,2).

plano de fases, como se puede observar en la Fig. 10.
Regiones con p = (0,1) y p = (1,2) estan también pre-
sentes en el plano pero al igual que en los anteriores
casos, las regiones con p = (0,1), en general pueden
ser absorbidas por las regiones de sincronizacion 1:1,
lo que aumentaria atin més la densidad de regiones
con p ~ 1. Otro aspecto interesante es el referido a
los valores elevados de \, para los cuales, la sincro-
nizacién se pierde; esto estd en relacion con el he-
cho de que cuando la disipacion es muy grande, los
péndulos tienden a volver a su situacién de reposo
relativo y las medidas de comportamiento sincrono
de los péndulos ya no es posible hacerlas con un tran-
sientes adecuado.

En cambio si las longitudes de los péndulos son
diferentes, la region de sincronizacién 1:1 se reduce
drasticamente, como se puede observar en la Fig. 11.
Trabajando con p = 1.0000 + 0.0013 se observa que
la lengua cerca de la parte central contiene regiones
blancas y grises que en principio significan valores
de p =(0,1) y p = (1,2) respectivamente; sin embargo,
si se considera p = 1.0000 + 0.0097, estas regiones
desaparecen de la lengua, la cual queda bien definida
y ademas, la region correspondiente a valores eleva-
dos del coeficiente de disipaciéon considerados en el
plano, pasa a ser considerada como regién de sincro-
nizacién 1:1. En este dltimo caso, se puede pensar
también que el hecho de trabajar con valores eleva-
dos del factor de disipaciéon A, no permite cuantificar
adecuadamente las oscilaciones tal como se explico
para la Fig. 10. El hecho que la region de sincroni-
zacion 1:1 sea relativamente pequefia concuerda con
los anteriores resultados para situaciones en las que
l; #lo (Figs. 1y 8), en las cuales se tiene la misma
situacion; sin embargo, no se debe olvidar los resul-
tados mostrados en las Figs. 5 y 6 en las cuales, el
intervalo de condiciones iniciales 6y que conducen a
la sincronizacion 1:1 crece con la longitud /.
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F1G. 10.— Plano de fases X\ vs. 62 para el cual se muestra la
lengua de Arnold correspondiente a. p = 1.0000 + 0.0006 (region
oscura identificada con 1), cuando lp =1; =1.00mym; =mp =
0.050 kg. Otras regiones con p = (0,1) y p = (1,2) aparecen pero es
notable la predominancia de la regién de sincronizacion 1:1. En la
parte superior del plano (valores elevados de \), existe una region
en la que p ~ (0.96,1)

0.299

Factor de disipacion A

0.7 0 07
Condicion inicial 002 [rad]

FIG. 11.— Plano de fases X\ vs. 62 para el cual se muestra la
lengua de Arnold correspondiente a. p = 1.0000 + 0.0013 (region
oscura identificada con 1), cuando las longitudes de los péndulos
son diferentes: l» =2/; =2.00 my m; = mp = 0.050 kg. Las re-
giones blancas y grises que aparecen sobre la lengua, asi como la
regién blanca en la parte superior, son regiones con p = 1 pero con
menor precision de la establecida al principio; por lo que se espera
que sean parte de la lengua con sincronizacién 1:1.

4. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

Se determinaron las cuencas de atraccién para va-
rios valores de parametros, pudiéndose observar que
las mismas presentan diferentes formas segun el va-
lor que toman los parametros. Nos concentramos en

las condiciones iniciales de los péndulos para las que
puede existir sincronizacién 1:1.

Se han identificado las regiones de sincronizacién
para varias condiciones de los péndulos, en funcién a
las condiciones iniciales del péndulo 2. Si bien nos
abocamos a la determinacién de la sincronizacién
de orden 1:1, es claro que existen otros o6rdenes
de sincronizaciéon. Ademas, como se tienen valores
de pCPT, pueden existir también comportamientos
cuasi periédicos y caéticos.

Se puede observar que la longitud y la masa de los
péndulos ejercen una gran influencia en la sincroni-
zacion.

Se ve claramente en todos los casos estudiados, la
importancia de la precisién numérica con la que se
trabaja y su relacién con la exactitud que se puede
lograr en mediciones experimentales.

A partir de estos resultados, podemos analizar
cuasi periodicidades, diagramas de bifurcacion, ru-
tas hacia el caos, en las regiones donde no existe sin-
cronizacion.

Evidentemente, este modelo es susceptible a am-
pliarse a mas de dos péndulos lo que constituye la
continuacién natural de esta investigacion.

Una parte importante de nuestra investigacion es
trabajar tanto con mediciones experimentales como
con modelos que justamente son validados por estas
mediciones. Si bien, por el momento se tienen con-
cordancias importantes entre los resultados experi-
mentales con los obtenidos a partir del modelo, no
se descarta para el futuro considerar el sistema de
ecuaciones diferenciales para describir el sistema de
péndulos acoplados.

Finalmente, se pretende que este tipo de trabajos
pueda a posteriori encontrar su aplicacién también
en aspectos académicos y didacticos, tal como ocurrié
con la primera parte de nuestra investigaciéon con

péndulos (Ticona Bustillos & Ramirez Avila 2010).
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