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Para la resolucidn del sistema Ax = b, los métodos mds eficientes y de aplicacién general,
son los de eliminacién (métodos directos). Sin embargo existe una categoria muy vasta de
problemas relacionados especialmente con la resolucién numérica de ecuaciones
diferenciales parciales, en los que la matriz A se caracteriza por tener un gran niimero de
elementos nulos, en ese caso se justifica el uso de métodos iterativos de los que
describiremos los mds importantes.
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Sea el sistema Ax = b (1) , consideremos la matriz A como suma de una matriz diagonal D,
una triangular inferior L y otra triangular superior U.
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EsdecirA=D+L+U

El sistema (1) se puede escribir en la forma equivalente:

(D+L+U) x=b (2)
o bien:
x=-D'(L+U) x¥+D'b (3)
que sugiere la férmula iterativa:

x =D (L+U)x ¥ 4D b (4)

esta férmula define el proceso de Jacobi, también llamado método de los desplazamientos
simultdneos.

Desarrollando (4), obtenemos:

x, &0 = o I [bi-jgl a, xj(kl i J i] (5)

a,
k=0,1,2, ...
i=1.23....1

que observdndola, vemos que en cada ciclo iterativo se calculan aproximaciones para

todas las incognitas usando solamente aproximaciones del ciclo anterior.
En el método de Gauss - Seidel o de los desplazamientos sucesivos cada ciclo iterativo
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comprende las siguientes operaciones. Haciendo i = 1 en (5) se obtiene:
k) = I % (k)
xR an [ b, +J§.2 ax ]
esta aproximacién de x, se usa en la aproximacién de x,, o sea:

n
xluﬂJ it Tale: [ a!i xlik*'“ +j§ a'|j x;m'bz]

y asi sucesivamente, teniendo en forma general:

: i-1 1
X = _a% [;zi a, x & +j£| a, xj:l:)-bi]

esta formula iterativa es equivalente a la ecuacién matricial:
xtlﬂir: = D -1 ( thkcli 4 Uxtiu } + D =1 b
que a su vez es equivalente a:

xEV=-(D+L)"Ux¥+(D+L)'b  (6)

férmula que define el método de Gauss - Seidel.

CONVERGENCIA Y ACOTACION DEL ERROR DE TRUNCAMIENTO:

Las formulas (4) y (6) se pueden escribir en la forma general:

x®0 = Mx®+F (7)
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donde:

M, =-D"(L+U);F, =D"b (Jacobi)
M,=-(D+L)"'U;F,=(D+L)"b (Gauss - Seidel)

El error de truncamiento en la k-ésima iteracion serd:

EM=x®.x=Mx*®"+F-Mx-F
€ = Mek-V (8

y repitiendo este proceso se llega a:
gW=M'e®
para cualquiera sea el error inicial &,
Tomando normas:
[[e{[<[pae ] e ]

El método serd convergente cuando:

lim ¥ =0

k=44

que es lo mismo que:

lim

k=t 4o

< |I=0

condicién que se cumplird cuando:

k—ttm

lim || Mk ||=0
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Sabemos por otro lado que:

0= HM" HQHM“- MH < H M""H IMIS....... <IMix

o sea que el método serd convergente cuando:

lim HM =0

k ~+%m

para que se cumpla esto es suficiente que I M Il <1, 6 segin alguna proposicion
anterior | t, | < 1 para todo i, donde los , son autovalores de M.

Nos falta ahora encontrar, de alguna manera, la cota superior del error, para esto

llamaremos:
A® =y k1 x ®(9)
{Diferencia de dos soluciones consecutivas)

serd luego:

Ak = gl+ll 4 x - gk x

Akl = gkh. gk

| ao]|= || ex]|-|| ]|
y de acuerdo a (8):

el || ex]

| £ k) $HMI|(‘ A +|| gm‘D
| e%||< [bal] |
L]
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