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Resumen
Se propone estudiar mediante el método de volumenes finitos el fendmeno fisico de transferencia de calor unidimensional en ré-
gimen transitorio.

Para ello se hace inicialmente la formulacién general, integrando en el eje espacial y en el tiempo a partir de la ecuacidén diferen-
cial general simplificada, utilizando una funcidn de interpolacién temporal, obteniendo asi los coeficientes del sistema de ecuacio-
nes caracteristico al fendmeno fisico. Ademas se obtienen las ecuaciones para los contornos a partir de un balance térmico en el
tiempo actual.

Finalmente se hacen las formulaciones para la resolucidn explicita e implicita del sistema de ecuaciones, presentando un ejemplo
de resolucion, mostrando los valores obtenidos y la grafica de los mismos.
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Abstract

It’s proposed to study the physical phenomenon of one-dimensional transient heat transfer with the Finite Volumes Method.

Initially, it’s done the general formulation, making the integration along spatial and temporal axis, obtained from the simplified
general differential equation, using a function of temporal interpolation; obtaining this way the coefficients of the linear equations
system which represents the physical phenomenon. The equations for the borders are obtained with an energy balance in actual
time, also.

Finally, the formulation for explicit resolution and implicit resolution of the equation system is obtained, presenting an example of
resolution, and showing the values obtained and a graph representing those values.

Key works: Finite volume method, heat transfer, transient conduction.

Resumo
Prop&e-se estudar, o fenémeno fisico de transferéncia de calor unidimensional em regime transiente, utilizando o método dos vo-
lumes finitos.

Inicialmente é feita a formulagdo geral, fazendo a integragdo no eixo espacial e no tempo, a partir da equagdo geral simplificada,
utilizando uma fungédo de interpolagdo temporal, sendo obtidos desse jeito, os coeficientes do sistema de equagdes caracteristico
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ao fenémeno fisico. Alem disso, sdo obtidas as equagdes dos volumes que ficam nos contornos, obtidas a partir dum balance de
energia no tempo atual.

Finalmente, sdo feitas as formulagbes para a resolugdo explicita e implicita do sistema de equagdes, apresentando um exemplo de
resolugdo numérica, mostrando os valores obtidos e um grafico destes valores.

Palavras chave: Volumes finitos, transferéncia de calor, regime transiente.

Introduccidn Tomando en cuenta las siguientes consideraciones:
En el presente articulo se realiza la formulacién matematica e Transferencia de calor en régimen transitorio, es decir,
para la resolucién de un problema fisico de transferencia de la temperatura varia en funcion del tiempo

calor unidimensional en régimen transitorio, utilizando para

. , . e Transferencia de calor unidimensional, ademas se utili-
ello el método de volimenes finitos.

zaran coordenadas rectangulares; es decir, la tempera-
tura solamente varia en funcién de la variable x, siendo

Desarrollo del Modelo Matematico General las derivadas de la temperatura respecto de las otras va-

Inicialmente, se parte de la ecuacién general, que en térmi- riables espaciales iguales a cero.

nos conceptuales puede ser escrita de la siguiente forma: e Al tratarse de un medio sélido a través del cual se realiza

el proceso de transferencia de calor, no existe trans-
porte de la temperatura, por lo tanto el término advec-
tivo es igual a 0.

Término Transiente + Término Advectivo = Término
Difusivo + Término Fuente

En notacidn tensorial, esta ecuacion es escrita de la siguiente e En el caso de los volumenes ubicados en los extremos, el
forma: término fuente representa parte de la ecuacién de
ao d P d transferencia de calor por conveccidon que se realiza en
M.g_ M = }/l +S los extremos. En todos los demds volimenes, el término

ot an an 5Xj fuente es igual a cero.

. . La ecuacidn tensorial queda escrita como:
En el caso de un problema de transferencia de calor, la varia- q

ble genérica @ equivale a la temperatura T en el centro de

opr)_ o[k ar

cada volumen finito.

] ot ox\ c, ox
Asimismo, el término ¥ en este caso representa:
_ k En general, los volimenes finitos en la direccion del eje x se
V= c pueden representar de la siguiente forma:
p
_"L’{p
| -
|
W ) P E
=y W [ =]
= [ ] . 9 * ®
1
- L:FN.'I.I.' - 6:'{:' -

Figura 1. Volumen Py sus vecinos en el eje x.
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Figura 2. Volimenes en los contornos izquierdo y derecho.
A continuacién se procede a integrar esta ecuacion con el fin k(T T T -T At
. . .. . . . . t+At t_ p w
de convertir dicha ecuacion diferencial en derivadas parcia- TP T, =—
les, en una ecuacién lineal a partir del cual se formara un Cp 5Xe §XW pAXp

sistema de ecuaciones.
La temperatura resultante de la integraciéon del término
t+AL a(pT) t+At k oT transiente corresponde a la temperatura en el centro de la
I J. dxdt = I J.W ox Cii dxdt célula P correspondiente a los instantes (t + At) y At respecti-
vamente. En el caso de las temperaturas resultantes de la
integracion del término difusivo, corresponde a las tempera-
t+At ea(pT) e O k OT t+At turas en los centros de los volimenes E, P y W respectiva-
_[ _[ 7dth=J‘ Ao AL dXJ.t dt mente, sin embargo, aun no ha sido asignado el instante de

wox| ¢ OX )
P tiempo en el cual ocurren estas temperaturas.
k Esta asignacion se hara mediante una funcion de interpola-
L or ot > >
-T. 5)P AX A cién temporal, cuya ecuacién es:
o axe ax

[ gdt=[fg1" + - 1) at

La ecuacion integrada queda de la siguiente forma:

Aproximando las derivadas mediante Serie de Taylor trun-
cada:

t+At

Tp‘*A‘—TFE:£ At f Te-Tp Tp-Ty L-1) Te-To To-Ty
C, PAX, X, X X

W e

X
Por lo tanto, la ecuacidn lineal genérica puede ser expresada de la siguiente forma:
t+AtT t+At t t+AtT t+AL t+AtT t+At t+At
ag i T M =a Ty +ag T+, T, ™ +aeTe +ay T, +b Y + b

Donde los coeficientes son:

o g, koAU koAt f TR S S

P C, PAX, &, C, PAX, X, Cp PAX, AX,

P p

aloqy koAt @-f) k At (1-1) C_ koAt @)

P C, PAX, &, C, pAX, K, c, PAX, AX,
aEHAt — k At f b+ —

C, PAX, §x bt =0

t k At (1-1) En el caso de una malla uniforme y con medios volumenes

ag _?pAX 5Xe en los contornos se tiene la siguiente expresion para las
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dimensiones de cada célula en funcién del numero total de
volumenes j:

L
I R
Un parametro adimensional conocido como nimero de
Fourier esta definido por:

F0=a%

Donde a, conocida como difusividad térmica, se define
como:

o=——
Py

En este caso particular, el nimero de Fourier puede ser

reescrito como:

kAt
pCp AXP2

Con estas consideraciones, los coeficientes pueden ser rees-
critos de la siguiente manera:

as ™ =1+2fFo
a, =1-2(1- f)Fo

Fo=

a;"™ = fFo

a; =(1-f)Fo
al™ = fro

a! = (1- f)Fo
bt+At — 0

b'=0

Para las fronteras, se utilizaran condiciones de contorno tipo
A (medios volumenes en los contornos, ver figura 2). A
través de un balance térmico en el instante actual t + At, se
tiene:

Qsale - Qentra = Qgenerado

En este caso no existe generacidn interna de calor, por lo
tanto se tiene:

Qentra = Qsale

Escribiendo en funcién de los mecanismos de transferencia
de calor presentes se tiene:

Qconveccién = Qconduccién

h(T, -T,)= i Tev —Te

XV

La temperatura del medio fluido T.. permanecerd constante
en el tiempo, Tpy representa la temperatura del volumen
adyacente o vecino y 8,, la distancia entre el centro del
volumen ubicado en el contorno y el centro del volumen
adyacente o vecino. Asi también se considerard que no
existe variacion del coeficiente de conveccion h a lo largo del
tiempo debido al valor constante de T..

Método Explicito

En el caso del método explicito, conocido también como
Método de Euler, el valor de f es 0. Por lo tanto en este caso,
los valores de cada coeficiente son:

aPIJrAt :1
a =1-2fFo
aEt+At — 0
a; = Fo

av\tl+At — 0

a, = Fo
bt+At — O
b'=0
To ™ =(1-2F0)T, + Fo*T.' + Fo*T,

Como se puede ver, la temperatura en el volumen P en el
instante actual, solamente depende de los valores de tem-
peraturas de los volimenes W, P y E en el instante anterior,
que son valores ya conocidos, por lo tanto el célculo es
directo.

En el caso del método explicito, existe una restriccion del
coeficiente m;;r para que sea positivo, ya que uno de los
criterios de estabilidad para la resolucion numérica del
sistema de ecuaciones resultante indica que todos los coefi-
cientes deben ser positivos:

a, >0
1-2Fo>0

F0<E
2

Esta restriccion implica que, al deber mantenerse el valor del
numero de Fourier menor a 0.5, se debe ir jugando con los
valores de tamafio de los volumenes Ax, y el tiempo entre
cada iteracion At. Segun la relacion de numero de Fourier
esta relacion es directa, es decir, a mayor numero de volu-
menes en que se divida el cuerpo, Ax, serd menor y At serd
menor, lo cual implica que si queremos mayor precision, se
debe dividir en un nimero grande de volumenes al interior
del cuerpo, y realizar muchas iteraciones hasta alcanzar la
estabilidad.
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Método Implicito

En el caso del método implicito, el valor de f es 1. Por lo
tanto, los valores de cada coeficiente son:

a "™ =1+ 2Fo
ap =1
a." =Fo
a; =0

ay =0
bt+A’[ — 0
b' =0
(14+2F0)* T, =T,) + Fo*T,"* + Fo* T,/ **

Se puede apreciar que la temperatura en el centro del volu-
men P en el tiempo actual, depende de la temperatura en
dicho volumen en el tiempo anterior y de las temperaturas
en los centros de los volimenes E y W en el tiempo actual,

esto provoca que la resolucidon numérica de dicho sistema de
ecuaciones debe ser hecha mediante un método iterativo.

Ademas, en este caso, todos los coeficientes son positivos y
no existe ninguna restriccion, por lo tanto, este método es
mas versatil, ya que se pueden ajustar los valores de Ax,y At
de acuerdo a las necesidades de cada problema especifico.

Ejemplo de Resolucion Numérica

A continuacidn se muestra un ejemplo de resolucién de un
problema de transferencia de calor unidimensional en régi-
men transitorio, cuya programacion se hizo en C++, ar-
chivandose los resultados numéricos en un archivo .dat, que
posteriormente fueron graficados mediante EES con las
funciones New Plot y Overlay Plot.

Inicialmente la pieza fue calentada a una temperatura inicial
To exponiéndose de forma violenta a un medio fluido a
temperatura T..y coeficiente de conveccidn h.

En este caso, se dividié el cuerpo en veintiun volumenes
internos mdas dos medios volimenes ubicados en los extre-
mos izquierdo y derecho. Se tomaron el instante inicial mas
veinte instantes de tiempo adicionales. Las propiedades
térmicas del material corresponden a las propiedades del
acero AISI 1020.

TABLA 1. Valores de las temperaturas obtenidas en el centro de cada volumen en cada instante de tiempo.

X=X/L To 4*AT 8*AT 12*AT 16*AT | 20*AT
0,000000 500,000 310,553 273,787 250,964 234,460 221,612
0,023810 | 500,000 | 407,901 | 358600 | 327,997 | 305,867 | 288638
0071429 | 500,000 | 467,185 | 421,456 | 389,693 | 365571 | 346,262
0,119048 | 500,000 | 492,271 | 462,011 | 434,880 | 412,262 | 393216
0,166667 | 500,000 | 500,000 | 484528 | 464,962 | 446304 | 429,405
0,214286 | 500,000 | 500,000 | 494,874 | 483,013 | 469,357 | 455,729
0,261905 500,000 500,000 498,764 492,693 483,797 473,758
0,309524 500,000 500,000 499,802 497,262 492,118 485,350
0,357143 500,000 500,000 500,000 499,135 496,504 492,313
0,404762 500,000 500,000 500,000 499,778 498,594 496,172
0,452381 500,000 500,000 500,000 499,958 499,463 498,043
0,500000 | 500,000 | 500,000 | 500,000 | 499,990 | 499,692 | 498592
0,547619 | 500,000 | 500,000 | 500,000 | 499,958 | 499,463 | 498,043
0,595238 | 500,000 | 500,000 | 500,000 | 499,778 | 498,594 | 496,172
0,642857 | 500,000 | 500,000 | 500,000 | 499,135 | 496,504 | 492,313
0,690476 | 500,000 | 500,000 | 499,802 | 497,262 | 492,118 | 485,350
0,738095 500,000 500,000 498,764 492,693 483,797 473,758
0,785714 500,000 500,000 494,874 483,013 469,357 455,729
0,833333 500,000 500,000 484,528 464,962 446,304 429,405
0,880952 500,000 492,271 462,011 434,880 412,262 393,216
0,928571 500,000 467,185 421,456 389,693 365,571 346,262
0,976190 | 500,000 | 407,901 | 358600 | 327,997 | 305,867 | 288638
1,000000 | 500,000 | 310,553 | 273,787 | 250,964 | 234,460 | 221,612
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Figura 2. Gréfica de la solucidn obtenida numéricamente.

Posibles Aplicaciones y Recomendacio-
nes

En el campo metallrgico y de ciencia de materiales, el mo-
delo matematico desarrollado, puede ser utilizado para el
analisis de los diferentes procesos de tratamiento térmico,
pudiendo hacerse algunas modificaciones en funcién de la
geometria del material, que en algunos casos requerira
ampliar la formulacion matematica para problemas bidi-
mensionales o tridimensionales de transferencia de calor en
régimen transitorio, ya que en estos procesos, la importan-
cia del andlisis se centra en la parte transitoria y no asi en la
permanente. Para geometrias mas complejas, se deberd
hacer uso de mallas no estructuradas que se adapten mejor
a la geometria de la pieza a ser tratada, en este caso, el
estudio fue hecho a partir de mallas estructuradas.

En los procesos de tratamiento térmico no sera necesario
ampliar la formulacidon para casos de “transporte” de la
temperatura en algun medio fluido, pero por ejemplo, en
procesos de fundicidén ¢ solidificacién de aleaciones, puede
ser utilizado el método de voliumenes finitos a través de
modelos que impliquen transporte de propiedades a través
de un medio fluido.
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Nomenclatura

p Densidad

[0} Propiedad genérica a ser transportada

Xj Representacion genérica de las coordenadas espa-
ciales

u; Representacidon genérica de la componente de la
velocidad en una coordenada espacial

S Término fuente, generacién o destruccién de
energia

k Conductividad térmica

Cp Calor especifico

a Difusividad térmica

P,E,W Nodos P, E y W respectivamente

e,w Fases e, w respectivamente

Ax,, Ay, Tamafio de las células en los ejes x, y
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