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INVESTIGACION CIENTIFICA

Analisis estatico geométricamente
no-lineal de estructuras de cable,
considerando linealidad fisica

RESUMEN

En este trabajo se establece la formulacion variacional
del problema estatico de cable, considerando
no-linealidad geométrica y linealidad fisica. Esta
formulacibn es requerida para el andlisis por
elementos finitos del problema.

Es utilizado un enfoque basado en coordenadas absolutas
y una descripcion Lagrangiana.

Palabras clave: Cable, Elemento Finito, Analisis No-Lineal.
INTRODUCCION

La idea de construir estructuras ligeras para salvar
grandes luces se origina en tiempos remotos, cuando el
ingenio del hombre fue puesto a prueba a través de los
caprichos de la naturaleza, que le imponia el problema
de salvar obstaculos en su trayecto, como cafones o rios
caudalosos. La estructura que resolvié esta situacion fue
el puente colgante, en el cual los elementos resistentes
fundamentales eran cables elaborados con material
vegetal. Otra aplicaciébn de cables en la antigliedad,
muy sofisticada para la época, lo constituye la cubierta
colgante del coliseo de Roma, construido durante el siglo
primero.
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La gran importancia que nuestros antepasados le dieron al
desarrollo de modelos matematicos para el estudio de los
cables, ha quedado registrada por el trabajo incansable
de muchos cientificos a través de de nuestra historia.

Segun J. Bukowski, Chistiaan Huygens, en 1638 Galileo
concluye errbneamente que la forma de una cadena,
sostenida por sus extremos y resistiendo apenas su
propio peso, corresponde a una parabola.

La verdadera ecuacion de la cadena colgante, sin
considerar su deformacion, es descubierta en 1691, en
forma independiente, por los cientificos Johann Bernoulli,
Gottfried Leibniz y Christiaan Huygens. Esta curva fue
nombrada por Huygens con el término “catenaria” que
deriva del latin “catena” que significa cadena.

Al considerar al cable como extensible, se afiade un
grado adicional importante de complejidad, que obliga a
resolver las ecuaciones resultantes, no lineales, por medio
de métodos numéricos. En la década de los cuarenta
del siglo pasado, sin las computadoras, los métodos
NUMEriCoS No eran una opcion practica para el analisis
de los cables, y por este motivo, los investigadores de
la época desarrollaron apenas soluciones analiticas
cerradas para situaciones muy simplificadas.
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Con el advenimiento de las computadorasy la introduccién
del Método de los Elementos Finitos, a mediados del
siglo pasado, se inicia una fructifera etapa de produccién
cientifica sobre el tema de estructuras de cable.

Desde el punto de vista del analisis estructural, las
estructuras de cable presentan una gran dificultad, que
consiste en el desconocimiento de su configuracion inicial.
Elorigen de este problemaradica en que los cables trabajan
estructuralmente y Unicamente a traccion, lo cual conlleva
una fuerte dosis de no-linealidad geométrica, originando
inestabilidad numérica en los algoritmos de solucién.

En la actualidad, con los logros conseguidos en la
ingenieria de materiales y el grado de desarrollo
alcanzado por la informatica, aparecen cables de alta
resistencia y modelos mateméticos muy sofisticados
para el analisis de los mismos.

Los cables son incluidos, cada vez con mayor
frecuencia, como elementos resistentes a traccion en
obras de ingenieria de gran envergadura, como ser
puentes colgantes, puentes atirantados, cubiertas
colgantes, lineas de tendido eléctrico, lineas de anclaje
de estructuras marinas y muchas otras.

A continuacién se detalla y comenta una lista de
importantes trabajos sobre el asunto:

J. J. Russell y W. J. Anderson, usan un elemento finito de
deformacion constante para el estudio dindmico de cables.

W. M. Henghold y J. J. Russell, Desarrollan una clase
de elementos finitos de cable que permiten el andlisis
geométricamente no-lineal y grandes pero elasticas
deformaciones.

A. H. Peyrot, y A. M. Goulois, construyen un elemento
finito tipo catenaria, para el andlisis estatico de cables,
sin embargo no completan su matriz de rigidez para un
analisis tridimensional.

H.B.Jayaraman, W.C. Knudson, modifican el elemento
presentado mediante la inclusidbn de su rigidez en
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direccion normal al plano del cable y consiguen utilizarlo
en analisis tridimensional.

H. Ozdemir, aborda el problema estatico y dinamico de
cables usando elementos finitos e imponiendo Unicamente
continuidad de desplazamientos en los nodos.

E. Oshima de Aguiar, desarrolla un elemento finito
rectilineo isoparamétrico, para analizar el problema
estéatico de cables considerando no-linealidades fisica y
geométrica.

l.Talvik presenta un modelo matematico para el anélisis de
estructuras de cable con vigas de contorno flexible.

M. Salehi Ahmad Aba, A. Shooshtari, V. Esmaeili, A.
Naghavi Riabi, desarrolla dos elementos finitos de cable,
el primero llamado Continuo Cable Catenaria (CCC),
que es una extension del clasico elemento catenaria, y el
segundo Discreto Cable Catenaria (DCC) que utiliza las
ecuaciones del (CCC) discretizadas.

L.Greco, N.Impollonia, M.Cuomo, utiliza un elemento
finito de tipo catenaria tridimensional, que admite fuerzas
distribuidas y concentradas en el interior del elemento.

ECUACIONES QUE GOBIERNAN EL PROBLEMA
ELASTICO-ESTATICO DEL CABLE DEFORMABLE.

En la siguiente figura “c” representa la fuerza por unidad
de longitud del cable.

cos(f) = ;ﬁ
ip

Configuracion
de Referencia

sen(6) = Z—y
p

Configuracion
actual

Figura 1
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Se escriben a continuacion las ecuaciones para el
cable, usando como referencia la figura 1y el desarrollo
establecido por Wei. P., Bingnan S., Jinchun, T.

Para el cable elastico, L y L, representan su longitud
deformada en la configuracion actual y su longitud sin
ninguna deformacion en la configuracion de referencia,
respectivamente.

Equilibrio global impone las siguientes relaciones entre
las fuerzas nodales:

Equilibrio en nodos de extremo del cable:

T =\F +F
Tz =\/F32 +F42

Restriccién geométrica:

2 2
CRCRE
dp dp

2).

Figura 2

Considerando el equilibrio del
mostrado en la figura 2, se obtiene:

tramo del cable,

Tﬁ=—F1 (4).
dp

Td—y =cs - F,
dp

Dividiendo ambas por 7" pueden escribirse como:

ax _-F (5).
dp T

dy cs-F,

dp T

Elevando al cuadrado ambos miembros de cada una de
estas ecuaciones, sumando término a término y llevando
en cuenta (3), se llega a:

T(s)= ,/Fl2 +(cs-F, )? (6).

La deformacion especifica lineal experimentada por la
longitud del cable ds, mostrada en la figura 2, es dada por:

_d-ds_dp .
ds ds

La correspondiente tension normal es:

o=Ee=EL ) ®)
ds

En (8) “ E” es el mbédulo de Young del material.

La tension en la posicion definida por “p” es:
dp
T=04=FAe = EA(d_ -1 ).
S

Finalmente a partir de (9) se obtiene:

a _ T (10).
ds EA
FORMULACION VARIACIONAL

Para aplicar el método de los elementos finitos,
es necesario construir la “formulacion variacional”
del modelo matematico del cable, también llamada
“formulacion débil”. Existen distintos caminos para
obtener la formulacion variacional. En este trabajo se
utiliza “El Método de los Residuos Ponderados.

Facultad de Ciencias Exactas y Tecnologia I 43
INSTITUTO DE INVESTIGACIONES TECNOLOGICAS



'IE_cﬁ‘bi:'lvE'ﬁclA

UNIVERSITARI

METODO DE LOS RESIDUOS PONDERADOS

Este procedimiento parte de las ecuaciones de equilibrio
y sus condiciones de contorno, también llamadas
“formulacién fuerte” del problema.

dx

T—=-F 11
0 i (11)
TQ=CS—F2
dp

Condiciones de contorno:
x(0)=0

y(0)=0

x(L0) = Lx

y(L0) = Ly

Como indicado en [4], derivando las expresiones (11)
respecto a “s” se llega a:

drd) g
ds\ dp
drdry_,
ds\ dp

(12).

Utilizando la regla de la cadena:

& _dids
dp ds dp
b _dyds

dp _gdp

(13).

Introduciendo en (10) en las expresiones (13) se obtiene:

|1 g (14)
dp 1+l ds
EA
a | 1 |
dp 1+l ds
EA
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Considerando (14) las expresiones (12) pueden escribirse
como:

al| 1 |a|_
ds||y, T |ds

EA
4 TT G — (15).
ds 141 ds

EA

Las ecuaciones (15) constituyen las derivadas respecto
a “s” de los “residuos” que resultan en las ecuaciones de
equilibrio cuando se introducen en ellas aproximaciones

x(s) y y(s)-

Se  definen (s)y oy(s) como funciones
de ponderacion, las cuales deben ser derivables en su
dominio y también deben anularse en el contorno.

Se imponen a continuacién las condiciones que originan
el nombre del método:

Ly
éxi TT gds=0
ds |4 L ds
EA
Dold| T od
féy— 7 DI _cllds=0 (16).
! ds 1+7ds
EA

Integrando por partes las ecuaciones (16) resulta

1k
Ly
0 ) || Sl o 4 TN 20
 ds 1+§ ds ds 1+ads

] __LO
“d T |d d| T d §
- —(@1 —— = s+ ||| —— + [Oyeds =0
{ds 1+; ds ds 1_I_;Aa’s {

d 10
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Recordando que  dx(s) y dy(s) se anulan en el
contorno, las condiciones (17) se reducen a:

d T |dx

—(0 —ds=0 18

‘{ds(x) 1+ L |ds ’ (1%)
EA

L L

. d T |dy ;

—(@/) — |ds — [oyeds =0

) ds 14 L |ds {
EA

Sumando término a término las igualdades (18) se llega a:

L
— — = —dy)——ds= oyeds
-{ds 1o L |ds | ds 14 L |ds {
EA EA
(19).
Definiendo las matrices
dox dx
e e 0
S = | ds X = ds c=
N E R H
ds ds

(19) puede escribirse como:

Ly

fla

0 1

T

Ly
x' |ds = fd_ngds (20).
0

+7
EA

(20) constituye la formulacién variacional del problema
y representa la imposicioén del equilibrio en el cable. Sin
embargo 7' depende de x', modo que esta ecuacién
resulta ser no-lineal en x’.

Debido al caracter no-lineal de (20) y asumiendo una
resolucion numérica de la misma por el método iterativo
de Newton-Raphson, es necesario expresarla en forma
incremental.

Considerando el incremento Ac de la carga, las
coordenadas de los puntos del cable deben incrementarse
también en AX para que las fuerzas internas retomen
el equilibrio. Esta relacién entre incrementos adopta la
siguiente forma matematica:

f _’Ti, TT x' dsAx’=f(5_x Acds
0 (:)L 1+ — 0
EA
(21).
T .
Para determinar el gradiente de 1+l—’
EA

Se utiliza la siguiente identidad del célculo tensorial:

0 ov od
—(PV)W) =D —+v®—.
a‘_}( vv) FRRRL PN

Luego de aplicar la identidad indicada y simplificar la
expresion algebraica resultante, se obtiene:

8, T i | = T I+ EA 3£,®£,
8& T T T
1+— 1+— 1+
EA EA EA
(22).

Donde | es la matriz identidad 2x2.

Introduciendo (22) en (21), se llega a la relacion
incremental entre fuerzas internas y externas.

Ly

Ly
fd_x’T TT P X ®x dsAg=chTAgds
0 1+a 1+i 0

EA

(3.31).
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Se ha logrado en este reporte deducir la formulacién
variacional del problema de cable y su forma incremental,
las cuales constituyen el punto de partida para la
aplicacion del método de los Elementos Finitos. Trabajos
adicionales son requeridos para implementar diferentes
elementos y elaborar un programa de computador que
pueda simular el modelo matematico desarrollado.
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