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Resumen 

La presente investigación presenta los resultados preliminares y finales de la clasificación, aplicada a la 
minería, teniéndose muestras analizadas, cuyos contenidos corresponden a 13 metales, teniéndose tres 
grupos de acuerdo al lugar de origen de cada muestra, y reagrupados hasta obtener los grupos con las 
muestras correspondientes. 

Palabras clave: análisis discriminante, función discriminante, multivariante, distancia de Mahalanobis, 
variables, matriz de varianza-covarianza, centroide. 

1. Introducción 

El Análisis Multivariante (AM) es el conjunto de métodos estadísticos cuya finalidad es analizar 
simultáneamente conjuntos de datos multivariantes en el sentido de que hay varias variables medidas para 
cada individuo ú objeto estudiado. Su razón de ser, radica en un mejor entendimiento del fenómeno objeto 
de estudio, obteniendo información que con los métodos estadísticos univariantes y bivariantes no se pueden 
conseguir. El AM, estudia, analiza, representa e interpreta los datos que resulten de observar un número 
p > 1 de variables estadísticas sobre una muestra de n individuos. 

2. Conocimientos previos de matemáticas y estadística 

1. Matriz de datos 

X11 	---Xln 

X = 
X21 •-• 	---X2n = Xii 	......... 

1 

2. Suma de columnas 
	 = Xi VP = i Xij  

3. Matriz de suma de cuadrados y productos 
	

z = Zi,j = 	x1.1 * 

4. Vector de promedios X = = (EP  . J 	i=1' X 1 

5. Matriz de suma de cuadrados y suma de productos de desviaciones 2  

n. 

A=aii  = SCEi 	— 
a=1 

rt  

1  1:7/ 
a=1 

.1. )2  
1 	Se agradece a la UAGRM por la beca otorgada con fondos del IDH, para cursar y culminar exitosamente el Doctorado en Ciencias en Educación Superior. Especializado 
en Estadística. Profesor de Estadistica, Matemáticas y Computación 
2 	En ingles: sums of squares and products of desviates. En francés: sommes des carrés et des produits des écarts 
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en dicha función. Se ve a este procedimiento como un modelo de predicción de una variable respuesta categórica 
(variable grupo) a partir de p variables explicativas generalmente continuas (variables clasificatorias). 
Los pasos a seguir para llevar a cabo un AD, comprenden: 

• Plantear el problema a resolver por el AD. 
• Analizar si existen diferencias significativas entre los grupos. 
• Establecer el número y composición de las dimensiones de discriminación entre los grupos analizados. 
• Determinar qué variables clasificadoras explican la mayor parte de las diferencias observadas. 
• Construir procedimientos sistemáticos de clasificación de objetos de procedencia desconocida en los 

grupos analizados. 
• Evaluar la significación estadística y práctica de los resultados obtenidos en el proceso de clasificación. 

Como cualquier otra técnica estadística, la aplicación del AD ha de ir precedida de una comprobación de los 
supuestos asumidos por el modelo, el AD se apoya en los siguientes supuestos: a) Normalidad multivariante 
b) Igualdad de matrices de varianza-covarianza c) Linealidad d) Ausencia de multicolinealidad y e) 
Singularidad. 

5. Análisis discriminante lineal (ADL) 

En el AD, el punto de partida es un conjunto de objetos clasificados en dos o más grupos, de estos objetos, 
se conocen sus variables atributo. Al reconocer de antemano la existencia de estos grupos, parece lógico 
pensar que existen variables cuyo valor numérico determina la pertenencia a uno u otro grupo. Los objetivos 

del AD son: a) La identificación de variables atributo que mejor discriminen entre los grupos y la evaluación 

del poder discriminante de cada una de ellas. b) Asignar, con un cierto grado de riesgo, un objeto del que no 
se conoce su clasificación y del que se conocen las variables atributo. 

Como técnica de análisis de dependencia, el ADL permite obtener un modelo lineal de causalidad en el 
cual la variable dependiente puede ser métrica o categórica, y las variables independientes son métricas, 
continuas y determinan a qué grupo pertenecen los objetos. Se trata de encontrar relaciones lineales entre 
las variables que mejor discriminen a los grupos iníciales de objetos. Además, se trata de definir una regla 
de decisión que asigne un nuevo objeto a uno de los grupos prefijados. 

Entre las ventajas del ADL se tiene: 

• La técnica ADL es fácil de aplicar especialmente si se tiene el programa informático. 
• Las probabilidades de pertenencia a un grupo dado son determinadas por el programa. 
• Está disponible en muchos programas estadísticos. 

Entre las desventajas del ADL se mencionan: 

• Las suposiciones de normalidad e igualdad de varianzas no siempre se cumplen en las variables del 
modelo. 

• La clasificación de nuevas observaciones no es muy eficiente a medida que se incrementa el número 
de variables del modelo. 

• Seleccionar las variables antes de aplicar el ADL. 
• Requiere que se especifiquen los grupos del conjunto de entrenamiento del modelo con clases 

prefijadas. 
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La función y, que es así definida posee una cierto número de propiedades importantes. Ella es no solamente 
aquella que minimiza el riesgo de clasificación errónea, pero también, en relación con la prueba T2  de 
Hotelling aquella que vuelve máximo la relación de la varianza de y entre las poblaciones de la varianza de 
y dentro las poblaciones. Dentro del espacio a p dimensiones correspondiente a las p variables observadas, 
la ecuación: bc, + bx = O 

Es aquella de un hiperplano, donde todos los puntos son tales que las funciones de densidad de probabilidad 
de dos poblaciones son iguales: f1(x) = f2(x). 

Este hiperplano divide el espacio a p dimensiones en dos espacios, el uno engloba todos los puntos para los 
cuales: f1(x) > f2  (x), y el otro todos los puntos para los cuales: f1(x) < f2  (x). 

Entre el AD y la RM, existe una relación simple, entre la distancia generalizada de Mahalanobis y el 
coeficiente de correlación múltiple (CCM), teniéndose: 

D2 (n1 + n2)(Ti 1 + 7i 2  — 2)R2  

n1n2  (1— R ) 

Cuando los efectos de las dos muestras son iguales: 

D2 =
4(n — 1)R2  

n(1 — R 2) 

Estas relaciones permiten calcular las probabilidades de clasificación errónea a partir de los CCM. 

7. Enfoque de Fisher del análisis discriminante 

Encuentra una buena FD que sea una combinación lineal de las variables originales. Geométricamente: Se 
busca una buena dirección sobre la que se proyectará los datos de los grupos conocidos y de los que se desea 
clasificar. Se clasifica en función de qué grupo está más cerca en esa dirección. 

	• (Dirección de mdtima variabilidad 

(Dirección de tná4ma separación 

Fig. 1. Representación de las direcciones máximas considerando tres grupos 
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Cod Cra 	Cu` Nia 	Pba Sra Va Zna Auc 

70 30 10 0 720 140 200 0,01 
30 82 10 20 1580 160 70 0,01 
10 61 10 0 340 40 50 0,02 
30 77 10 0 650 90 80 0,02 
50 154 20 0 1240 140 80 0,01 
20 63 20 0 720 80 110 0,00 
30 45 20 10 1100 120 60 0,01 
10 40 30 20 1480 70 40 0,00 
20 104 20 0 420 80 70 0,00 
60 48 10 20 780 150 50 0,02 
30 65 10 20 710 100 40 0,01 
10 69 0 30 1310 110 30 0,02 
20 63 0 10 480 80 50 0,00 
20 58 10 20 730 120 80 0,01 
10 37 0 10 140 30 80 0,01 
20 121 20 20 1200 210 160 0,00 
40 59 20 30 480 230 120 0,02 
20 40 10 20 690 140 60 0,00 
30 82 20 10 710 170 70 0,00 
10 99 0 0 760 80 90 0,01 

Grp. 2 Tia Mnb Agc Baa 

1 4820 500 0,1 160 
2 3040 500 0,2 150 
3 890 600 0,1 50 
4 2100 500 0,1 100 
5 5060 700 0,3 140 
6 1980 700 0,1 80 
7 3220 600 0,2 160 
8 3280 800 0,2 90 
9 2020 700 0,1 80 
10 4600 700 0,3 160 
11 3100 500 0,2 100 
12 3020 600 0,2 90 
13 1860 500 0,1 70 
14 2800 700 0,1 110 
15 1040 1600 0,1 20 
16 4640 800 0,3 220 
17 4990 900 0,3 190 
18 2830 800 0,2 120 
19 4500 700 0,2 140 
20 2900 600 0,1 80 

20 
20 
10 
15 
20 
15 
20 
15 
15 
20 
15 
15 
10 
15 
5 
15 
20 
15 
20 
15 
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Grp. 1 Tia Mnb Agc Baa Cod  Cra Cuc Nia Pba Sra Va Zna Aue 

1 7280 1300 30,0 720 30 
2 10300 1200 0,7 1280 20 
3 6500 700 1,0 1070 20 
4 7000 1500 0,7 760 30 
5 5100 1000 0,5 740 20 
6 10600 2100 0,3 980 30 
7 14200 2000 0,2 690 30 
8 9700 900 0,2 680 35 
9 2300 1500 0,2 710 5 
10 12100 6300 0,1 1520 30 
11 3000 1100 0,2 510 5 
12 7500 2400 0,7 690 30 
13 7800 1800 4,0 730 55 
14 6900 1500 1,0 326 30 
15 11200 3100 1,5 660 50 
16 5200 1400 0,8 680 35 
17 5100 1500 0,9 700 25 
18 10500 2900 0,4 1640 25 
19 11500 3200 0,7 710 30 
20 7100 1800 0,9 490 75 

150 73 50 70 60 70 190 0,02 

160 25 50 70 90 50 50 0,02 
200 48 70 100 210 50 170 0,01 
160 70 40 110 240 40 250 0,01 
140 39 50 80 50 60 130 0,02 
50 25 30 70 150 160 110 0,01 
70 25 50 60 160 70 180 0,01 
70 38 30 70 90 110 250 0,01 
110 50 20 70 80 30 12 0,01 
30 24 30 80 320 160 190 0,02 
30 15 30 30 240 30 50 0,02 
30 31 10 100 210 40 280 0,03 
40 24 30 20 90 320 90 0,01 

50 25 10 90 70 200 70 0,04 
40 20 40 50 140 280 90 0,01 
50 42 20 50 30 150 150 0,01 
60 67 40 80 40 190 90 0,01 
20 21 30 30 320 90 200 0,01 
30 15 20 20 260 270 180 0,01 
50 8 10 30 80 180 100 0,02 
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Evaluación de funciones de clasificación para cada observación 

Grupo 1 	Probabilidad asociada con la 	Función más 
N° obs. 	más grande función discriminante 	grande 

1 1,00000 
2 1,00000 
3 1,00000 
4 0,99998 
5 0,99992 
6 1,00000 
7 0,99550 
8 1,00000 
9 0,99889 
10 0,99999 
11 0,80447 
12 1,00000 
13 0,99999 
14 0,99995 
15 0,99922 
16 0,99999 
17 0,99999 
18 1,00000 
19 0,75983 
20 1,00000 

Grupo 2 
N° obs. 

Probabilidad asociada con la 	Función más 
más grande función discriminante 	grande 

1 0,99975 2 

2 1,00000 2 

3 0,89424 2 

4 0,98131 2 

5 0,66340 2 

6 0,99896 2 

7 0,99694 2 

8 0,99907 2 

9 0,98893 2 
10 0,99997 2 

11 0,96769 2 
12 0,99295 2 

13 0,99993 2 

14 0,99616 2 

15 0,99687 2 

16 0,98649 2 

17 0,96505 2 
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