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ANALISIS DE VARIANZA

Dr. Cs. Ruiz Aranibar, Gustavo
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RESUMEN

Los diferentes modelos del analisis de varianza, muestran coémo se desarrollan y aplican en la
vida real, los cuales serviran para realizar investigaciones, analizar e interpretar los resultados.
Se realiza un andlisis del disefio experimental: el completamente aleatorizado y el de bloques
completos y aleatorizados, se introduce el concepto de mediciones repetidas y el experimento
factorial; como se utiliza con el disefio completamente aleatorizado, ademas se ilustra con
ejemplos reales al andlisis de datos aplicados que son utiles para la comprension de los diferentes
modelos, dado que el andlisis de varianza es una de las técnicas estadisticas mas utilizadas, con
aplicaciones en todos los &mbitos del saber humano.

PALABRAS CLAVE

Contraste, diseiio factorial, docimasia, factores, homocedasticidad, interaccion, niveles,

tratamiento.

1. INTRODUCCION

Las Técnicas Iniciales del Analisis de
Varianza (ANAVA) fueron desarrolladas
originalmente por el estadistico y genetista
Sir Ronald A. Fisher en los afios 1920y 1930,
pionero e innovador del usos y aplicaciones
de métodos estadisticos en el disefio
experimental, usando la distribucion F de
Fisher como parte del contraste de hipotesis,
cuyas aplicaciones hoy en dia se realizan en
todas las disciplinas cientificas, permitiendo
la realizaciéon de pruebas de hipotesis de
significacion para determinar qué factores
influyen en el resultado del experimento,
donde la comprobacion de hipdtesis es una
caracteristica muy util del ANAVA.

En 1919 Fisher empezo a trabajar en
la  Rothamsted Experimental Station
(Harpenden, Hertfordshire, Inglaterra). alli
comenzd el estudio de una extensa coleccion
de datos, cuyos resultados fueron publicados
bajo el titulo general de Studies in Crop
Variation. Durante los siguientes siete afios,
se dedico al estudio pionero de los principios
del Disefio de Experimentos, elaboro sus
trabajos sobre el ANAVA (Harpenden,

Hertfordshire, Inglaterra), y comenzd a
prestar una atencion especial a las ventajas
metodoldgicas de la computacion de datos
(Statistical Methods for Research Workers,
1925).

En estadistica, el ANAVA es una coleccion
de modelos estadisticos y sus procedimientos
asociados, en el cual la varianza esta
particionada en ciertos componentes debido
a diferentes variables explicativas. Un
ANAVA es ejecutado para un disefio factorial
mediante el uso de operadores especiales
sugeridos por H. O. Hartley.

El ANAVA compara diferencias en los
resultados entre varios grupos y en muchas
aplicaciones industriales, que implican
experimentos en los que se toman en cuenta
solamente los grupos o niveles pertenecientes
a un factor de interés (temperatura, sabor)
que puede tener varios niveles numéricos o
categdricos (100°, 200°, 350°, etc. o vainilla,
chocolate, frambuesa, pifia, etc.). Este
también compara las medias de cierto nimero
de grupos o poblaciones, siendo su objetivo
analizar las diferencias entre las medias de
los grupos, esta variacion total se subdivide
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Unalisis de Vavianza

en variacion entre grupos, la que se considera
como error experimental y variacién dentro
de los grupos que se le atribuye a efectos de
tratamiento.

2. SUPUESTOS PREVIOS

El ANAVA parte de algunos supuestos o
hipotesis que deben cumplirse como ser:
La variable dependiente debe medirse al
menos a nivel de intérvalo, independencia
de las observaciones, la distribucion
de los residuales debe ser normal y la
homocedasticidad.

En caso que alguno de estos supuestos
(normalidad, homogeneidad de varianzas o
independencia de los términos de error de
cada observacidn) no se cumplan, impactaran
sobre la distribucion del estadistico F y con
ello el verdadero nivel de significancia de la
prueba de hip6tesis del ANAVA, afectando asi
la calidad de las conclusiones que finalmente
se obtendrd. Por ello, resulta importante
verificar que los supuestos del andlisis se
cumplen antes de elaborar conclusiones.

3. DISENOS FACTORIALES

Disefio factorial o arreglo factorial, es un
disefio experimental cuyas técnicas permiten
realizar una planificacion de las pruebas del
experimento, disefio en el que se investigan
todas las posibles combinaciones de los
niveles de los factores en cada réplica del
experimento para la obtencién de numerosas
conclusiones, permitiendo un ahorro
econdmico de tiempo y trabajo.

El desarrollo de la metodologia del
ANAVA tiene influencia sobre los tipos de
investigacion experimental que se lleva a
cabo en muchos campos, siendo una técnica

4

3

)

estadistica aplicada en ciencias sociales,
agricultura, biologia, medicina, investigacion
farmacéutica,  psicologia,  toxicologia,
ingenierias de: minas, metalurgia, quimica,
etc.

Los disefios factoriales permiten al
investigador planificar un trabajo para
evaluar el efecto combinado de dos o mas
variables de forma simultinea en el resultado
medido, obteniéndose también informacion
en cuanto a la posible interaccion entre los
diversos factores. El ANAVA es un método
que permite comparar varias medias en
diversas situaciones muy ligadas a los
disefios experimentales.

En muchos experimentos es frecuente
considerar dos o méas factores y estudiar el
efecto conjunto que dichos factores producen
sobre la variable respuesta. Para resolver esta
situacion se utiliza el disefio factorial. En
estos disefios, los factores que intervienen
tienen la misma importancia a priori y se
supone por tanto, la posible presencia de
interaccion.

Entendiéndose por factor una caracteristica
cualitativa de las condiciones experimentales,
¢stetiene diferentesniveles que sonlos valores
cuantitativos, un tratamiento es el conjunto
de niveles de los factores, una interaccion es
el resultado de la accion combinada de dos o
mas factores, el disefio de un experimento es
una secuencia completa de pasos efectuados
de antemano que conduzcan a conclusiones
validas del problema.

Las etapas que conducen a las conclusiones
que ofrece el disefio factorial en este analisis
serd el ANAVA, docimas de significacion y
medida de influencia de los efectos. Aplicar
un ANAVA al disefio experimental, es el de
estudiar la influencia de los factores y sus
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interacciones sobre las respuestas de un
experimento.

Las docimas de hipotesis se realizan por
medio de la distribuciéon F de Fisher, los
valores calculados de la razon de F calculada,
mostrados en una tabla de ANAVA, son
comparados con los valores de las tablas
de F (Fisher-Snedecor), considerando los
respectivos grados de libertad tanto del
numerador y del denominador; en esta
comparacion siel /> F, entonces se dice
que es significativo, de lo contrario no lo es,
a un determinado nivel de significacién a o a
un nivel de confianza 1-a.

4. CLASIFICACION DEL
ANALISIS DE VARIANZA

Cada método del ANAVA estd asociado a un
modelo matematico especifico. Los modelos
se clasifican segiin el numero de variables
que han de ser probadas. Si es una variable, el
modelo se denomina de clasificacion simple,
de un solo factor o de una sola via. Si son
dos variables se denomina de clasificacion
doble o de dos factores y si tiene n variables
sera de clasificacion multiple o de n variables
(MANAVA). Los modelos son:

1). Modelo de clasificacion
experimentos de un factor

simple o

a) Completamente aleatorizado

b) Aleatorizado por bloque
2) Modelo de clasificacion doble o
experimentos de dos factores

a) Sin replicacion

b) Con replicacion

3) Modelo de clasificacion multiple

4.1. ANAVA DE UN FACTOR

Disefio completamente aleatorizado.

Sea X una caracteristica que se mide en
k poblaciones (o tratamientos) diferentes,
con medias: p,u,.......... M, 'y varianzas
respectivas: 6%, G,
Se supone que las k poblaciones son
independientes, cada una de ellas tiene
distribucion normal y las k varianzas son
iguales a la varianza comun o .

L3

2 H

i=1

k

= Media total de las k poblaciones
Las variables aleatorias X,
j=12,......... ,n. que denotan a la j-ésima
observaciéon de la i-ésima muestra son
independientes y tienen una distribucion
normal N(u, 6%).

El modelo de clasificacion de un factor
completamente aleatorizado, parte del arreglo
tabular como muestra la tabla siguiente:

Tratamientos
1 2 i k
11 21 il ki
12 22 i2 k2
In 211, xin xkn
Total T |T, j T . T
ni n] nZ ni k
Medias | _ _ _ _ B
X1 x2 xl Xk X
T = Suma de datos de la muestra 1.
T = Total de datos de las k muestras.
n,+n,+....+n, = n=Total observado de las k

muestras.

= Media de la muestra i, (estimacion
insesgada de la media u)

= Media total muestral, (estimacion
insesgada de la media u)
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En este estudio del ANAVA se tendra: un
modelo, una hipétesis y un andlisis, de la
siguiente relacion:

X — X :.,Y” —Xi. . TXi.—X..

i
Se obtiene la identidad de la suma de
cuadrados:

& k

Zi(x,f —x )= ZZn LX) +ZZG =
=1 j=1

=1 =1 =1 j=1

SCT = SCE +  SCC

SCT= Suma de cuadrados total

SCE= Suma de cuadrados de error (o dentro de
los tratamientos)

SCC= Suma de cuadrados de las columnas (o
entre los tratamientos)

Las determinaciones de SCT, SCC vy

SCE, se calculan utilizando las siguientes

equivalencias:

i=l j=1 i=l j=1 n

ko _ _ B IE
SCC=Y 3 -x )V =Ynx -x )=y —-C

y i=1 ?f
SCE=5CT-5CC

Region critica. Dado unnivel de significacion
a, para los grados de libertad k-1 y n-k, en
la tabla de la distribucion F se encuentra el
valor critico F=F, ., siendo la region
critica de la prueba el intervalo] F,, +oof

Region de decision. Se plantean dos

hipétesis: las hipotesis nula H, y la alternativa

H,, aunnivel de significacion o (o un nivel de

confianza 1-a), teniéndose que comprobar:
H:u = T :Mk

0 1 2
H, : no todas las medias son iguales

se rechaza H si F'_>F, y se acepta H, en
) cal 4 1
caso contrario no rechazar H,,.

Es practico resumir las sumas de cuadrados,
los grados de libertad, los cuadrados medios
y la F calculada en una tabla denominada

]

L

ANAVA, como la siguiente:

Tabla 1
ANAVA. De un factor completamente aleatorizado

Fuente de Suma de | Grados de | Cuadrados | Razén F
variacion | cuadrados | libertad medios calculada
Tratamientos Scc
ratamientos sce -l CMC=
(columnas) k-1 r _CMC
al
SCE CME
Error SCE n-k CMC=—
n-k
Total SCT n-1

4.2. ANAVA DE UN FACTOR. ALEATORI-
ZADO POR BLOQUES

En el ANAVA de un factor aleatorizado por bloques
completos, todos los tratamientos son asignados
aleatoriamente a los bloques. Para un disefio de
bloques completamente aleatorizados, se utiliza tres
tratamientos, sean estos: 7T,T,,T, asignados al azar a

172’
cuatro bloques, como sigue:
Bloque 1 Bloque 2 Bloque 3 Bloque 4
I I, I, L
T, T, T, T,
I I I I

Los datos se registran en un arreglo como se
muestra en la tabla:

Tabla 2
Registro de datos
Tratamientos
Bloques 1 2 3
1 xll x21 x}l
2 x X X
12 22 32
3 xl} x23 x}}
4 x14 x24 x34

Los k tratamientos A, i=1,2,....k se asignan
al azar a r bloques Bj , )=1,2,...,r , cuyos
resultados en forma general se resumen en el
arreglo r*k, tal como se muestra en la tabla:
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Tratamientos
Total del | Media de
Bloques | A1 A2 .. Ai .. Ak | bloque bloques
B, |x, x, . x, . x,| T, X,
B, |[x, x, - x, . x,| T, x.,
X
B/ xl/ xZ.f ij xk/ TJ
BV x] L x2r xir xkr T ja A
Total T ; T 5 T T T
i k
Medias | — _ _ _ _
X J X 5 xi X B X

T, : Sumadedatos delamuestrai-¢sima columna

(tratamiento).
T, Suma de datos de la j-fila (bloque)
T . Suma de las r k observaciones
X;, . Media de los r datos observados en el

tratamiento A

Y., : Mediade losk datos observados en el bloque
B,
X . : Media de todas las r k observaciones

Las X, son las variables aleatorias
independientes y que cada una tienen
distribuciéon normal con media i, y varianza
comun G-,

Modelo. Sea . la media de las r medias
poblacionales para el tratamiento i, la media
de las k poblaciones para el bloque j y la
media total p se las 'k poblaciones, lo que
se representa por:

Cada observacion X, puede escribirse de la
forma:

X, =u, +e,

En donde g mide la desviacion del dato
observado X de la media poblacional By

Como cada X, se supone normal N(uij,cz),
entonces, las variables aleatorias g, se
suponen independientes y normales N(0,6?).

Las desviaciones de },; con respecto a p se
deben tanto a efectos de tratamiento como de
bloques. Se supone que se suman los efectos,
entonces:

/' —
AU. = Uy +a,+ ﬂj.

Donde o. es el efecto del i-€simo tratamiento
y Bj es el efecto del j-iésimo bloque. Se
impone la siguiente restriccion:

iaf’:ﬂ ’Zﬁf:n
i=1 i=1

Resumiendo, el modelo del ANAVA de
un factor aleatorizado por bloques es la
ecuacion:

X, =p+a +p +¢
Y donde se supone que:

1). Los efectos de los tratamientos y de los
bloques son aditivos, es decir no hay efecto
conjunto entre o, y Bj . No hay interaccion
entre tratamientos y bloques.

2) Las variables aleatorias €ij son
independientes y normales N(0,6?).

En el ANAVA de un factor aleatorizado
por bloques, los bloques no deben ser
considerados como un factor, ya que €stos
son considerados solo como material
experimental cuyos efectos influyen en los
efectos de los tratamientos.

Hipotesis. Para determinar si hay diferencias
significativas entre las medias poblacionales
de los k tratamientos (columnas) la hipotesis
nula y la alternativa respectivamente son:

Hf ‘p,=p,=...... =u,
H ¢ :no todas las u, son iguales

Para determinar si hay diferencias
significativas entre las medias poblacionales
Pt
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de los r bloques (filas) las hipotesis: nula y Para probar la hipotesis nula de que los

alternativa respectivamente son: efectos de los tratamientos son todos iguales
. B a cero, se utiliza la estadistica:
H cp,=p,=.... = U, oM
H[ :notodas las u son iguales = CME - que tiene distribucion Fien, @
: )

. CMC

=— . o B v th1xr
CMFE - que tiene distribucion = =D (A=D1

Por otra parte, si se supone que Z“f =0y F

> B =0 entonces: :
P Se resume todas estas expresiones en el

i=1

You, Y(ura,+p) cuadro de ANAVA siguiente:
= Jl
o= ——= ] =pta, Tabla 4
k : ANAVA. Modelo de clasificacion simple
Zf”' Z{Iu +a +B.) aleatorizado por bloques
y i J
py === =p+p ,
k k J Fuente de Suma de | Grados de | Cuadrados | Razén F
. ) . . variacion | cuadrados | libertad medios calculada
Las hipotesis respectlvas en funcién de los [ ———— -  Loesee "
efectos de tratamientos y de los bloques son: | (columnas) ) k-1 F, =ﬁ
Para tratamientos (columnas) Entre bloques | o vt | cur=SEE
. — =0 (fillas) r-1
Hf co,=0,= ... -0 o SEC|F :—ggg
\ E SCE -1)(k-1 I
H ¢ : al menos una de las a.no es igual a cero o C-DED T e
Total SCT rk-1
Para los bloques (filas)
Hf :B,=p,=... =p,.=0 Para calcular las sumas de cuadrados, se
H " :al menos una de los 5, no es igual a cero ~ €jecutan las siguientes equivalencias:
k__r k_r 2
.. . . e T 2 oo T
Analisis. De la identidad: SCT = ZZ(-‘” —x ) = z x,-C C= E
i=l J=1 i=l J=1

xXo-x =(x —X —X +X +{§_,-_ —x. +(._\‘_, _— K r _ £
i B ij. o s } )_ ) )_. ._ ) S(T(‘:ZZ(,‘-‘,__-\'..)h:l_Zf',-_h_(‘
X —x =(x, —x —x,+x)+(x—x)+(x; —x.) i1 j=1 =
" " S o o/ EC R S
H ¢ : al menos una de las a_no es igual a cero S = Z:;(" i X)T= E,Z]j“’ ¢
Se obtiene: SCE = SCT—SCC—SCF
}ZZ(,\‘# —x ) :iz{xﬁ_ Y-y tx )+ Los grados de libertad de SCE se obtienen
il J-1 ENE también por sustraccion:
YY)+ Y Y, -x ) (k- D(r-1)=@k-1)-(k-1)-(r- 1)
=1 -1 i1 -l
ks o B or _ _ _ _ Nota. En el modelo simple aleatorio
S5CT= ZZ(-‘& -x.) SCE= ZZ(-‘}_,. —Xi-x;+X)"  completamente aleatorizado por bloques
o o solo interesa determinar si los efectos de los
SCC= ZZ{L_ -x.)? SCF= ZZ{] —x ) tratamientos son nulos o no. No es importante
=1L ENE docimar si los efectos de los bloques son
nulos o no, porque los bloques se consideran
cve =S¢ o =3¢ oy SCE simplemente como material experimental.

-1 r=1 "~ (k-1(-1) Sin embargo, esta segunda prueba es

SCT =SCE+SCC+SCF
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importante para el modelo de clasificacion de
dos variables sin repeticion.

4.3. ANAVA DE DOS FACTORES

En este andlisis se tiene un arreglo de k*r
celdas, donde las columnas representan los
niveles de un factor A y las filas los niveles
de un factor B. El ANAVA de dos factores se
clasifica segin el nimero de observaciones
en las celdas. Si cada celda contiene una
sola observacion de la muestra, el modelo se
denomina sin réplica (o sin repeticion) y si
cada celda contiene dos 0 mas observaciones
de la muestra, el modelo se denomina con
réplica (o con repeticion).

4.4. ANAVA DE DOS FACTORES SIN
REPLICACION

Es similar al modelo de clasificacion de un
solo factor aleatorizado en bloques, ademas
las dos variables son independientes, es decir
que no hay interaccion entre los dos factores.

4.5. ANAVA DE DOS FACTORES CON
REPLICACION

Es conocido como disefio completamente
aleatorizado de dos factores, se caracteriza
este modelo de clasificacion de dos factores
con replicas donde los tratamientos no
son independientes y en este caso existe
interaccion de los dos factores, la interaccion
indica que los efectos de los niveles de un
factor varia con los niveles del otro factor.

Este disefio se basa en un arreglo rectangular
de las observaciones, en el que las ¢ columnas
representan los niveles o los tratamientos
del factor A y las r filas los niveles o
tratamientos del factor B. Cada combinacion
de tratamiento define una celda en la tabla,
teniéndose r*c celdas, cada celda contiene n
(n > 2) observaciones (replicas). Los r*c*n
datos se muestran en la tabla siguiente:

o= o=

Tabla 5
Experimento de dos factores con n réplicas
Factor A
Factor B | 1 2 .. C Total del bloque
111 211 cll
1 112 x212 cl2
xl[n x21n xa'ln
T]I TZI ]:'1 TI
x121 x221 xc21
2 x127 x222 x022
12n x22n on
12 T27 2, TZ
Irl 2rl crl
R 1r2 2r2 cr?
Lrn x2rn xcrn
Tlr TZr T;r T):
T] TZ ]: T
Donde:
X es la k-ésima observacién del i-ésimo

nivel del factor A y de j-ésimo nivel del factor B
(i=1,2,....,c,j=1.2,....r k=1,2,....n)

: Suma de datos de la ij-ésima celda

: Suma de datos de la i-ésima columna

: Suma de datos de la j-ésima fila

.

e R

: Suma de todas las rcn observaciones
: Media de datos de la i-ésima columna
- Media de datos de la j-ésima fila

_: Media de todas las r observaciones

Con el ANAVA de dos factores con réplicas,
se prueban 3 hipdtesis nulas distintas, estas
son: que no existan efectos por columna
(o las medias por columna no difieren
significativamente), que no existan efectos
por filas (o las medias por filas no difieran
significativamente), y que no exista
interaccion entre los dos factores (los dos
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factores son independientes).

Modelo. El andlisis de varianza de dos
factores y con réplicas se basa en el modelo
matematico:

Xy =u+a,+p, +y,+&,

Vi=le YV j=Lr Yk=Ln

u es la media global (sin importar el tratamiento)
a. es el efecto del i-€simo tratamiento del factor A
,Bj es el efecto del j-€simo tratamiento del factor B
7, €8 el efecto de interaccion del i-ésimo tratamiento
del factor Ay del j-ésimo tratamiento del factor B.

€y ©S el error aleatorio asociado al proceso de
muestreo.

Se supone que: las variables aleatorias €

son independientes N(0,6%) y que:

Zar =0 Z,’)’ =0
37, =0% Y, =0 vi

=1 [
Hipotesis. En el andlisis de varianza de
dos factores con replicacion se realizan
tres pruebas de hipdtesis, estas son: para
columnas, para filas y para interaccion.
Las hipdtesis nulas y alternativas son las
siguientes:

a). Los efectos de todos los tratamientos del
factor A o de todas las columnas son nulos.

Hf :a.=0 Yi=lc
HSC :a.# 0 para algunas columnas.

b). Los efectos de todos los tratamientos del
factor B o de todas las filas son nulos.

Analisis. Las estadisticas para realizar las
tres pruebas de las hipotesis nulas dadas
se obtienen de la particion de la suma de
cuadrados siguientes:

ZZi(\, -x.)? =;‘;JZ(;.=__ -x.)
o +cni(;_; —: ):
J=1
- J;Z_Z(.\'g_.-_ —Xi. —x g+ : )’
i=l j=1
DY,

i=1 j=1 k=l
Esta particion se representa simbolicamente
por:
SCT =SCC’+ SCF + SCI + SCE
SCI es la suma de cuadrados debido a la
interaccion.
Los grados de libertad respectivos son:

ren-1=(c-0)+@r-0)+@-1)c-1)+re(n-1)
Por otro lado, se verifica la distribucion de
las siguientes estadisticas:
Fe - SCCl(e-1) _ CMC . E
SCE [(re(n—1))  CMmE <P
FE ’S( Ff"(;'_ 1) _ CMF SF o
SCE (re(n-1)) CME ' :
. SCIH(r=1)(c-1) _ CMI F |
SCE [(re(n=1))  CME Ve

Estas estadisticas se utilizan para probar
las hipotesis de columnas, de filas y de
interaccion respectivamente.
Tabla 6
ANAVA. Modelo de clasificacion a dos factores
con repeticion

- . Fuente de Suma de | Gradosde | Cuadrados Razon F
HO : 'Bj =0 V,‘ = l=’" variacion | cuadrados | libertad medios calculada
Fo.
H[ : B .# 0 para algunas filas. Factor A e "y cuc3€€ | pe__cuC
(columnas) c-1 “ CME
c). Los efectos conjuntos en todas las celdas Factor B scr
. s SCF -1 CMF=—"—
son nulos, 0 no hay interaccion entre filas y (filas) ’ L oY
i6 . SC1 “ CME
COlumnaS. Interaccion SscI (-1)(c-1) CMI = —
A*B (r=1)e=1)
H!:1.=0 Yi=lc Yj=Lr
0 Y j Error SCE re(n-1) |CME= I.S( !']_ Flm e
H: 4, # 0 para algunas celdas. el CME
Total SCT rk-1
\/
s % - -
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Para calcular las sumas de cuadrados se
ejecutan las siguientes equivalencias:

Se obtienen de la particion de la suma de
cuadrados como siguen:

SCT = Z i i(l'{;.h._ —x.)}= i iZf -C

i=1 j=1 k=1 i=l j=1 k=I

}r‘:
(= —

ren .

SCC=mY (5~ F =312 C
i=1

rn's

SCF =cni(.\_‘.; —;...): = LZT -C
= ens

c r n —_ R c L n . I r 5
SCE = Z Z Z (X —x5)" = Z Z Z X5 — - Z I;
i1 =

i=1 j=1 k=1 =1 j=1 k=1

SCI =SCT -SCC-SCF-SCE

4.6. ANAVA DE N FACTORES CON
REPLICACION

Se hace notar que en el menti computacional
denominado Anava de n factores, ejecuta los
calculos para el nimero de factores y niveles
que se desee.

5. TRABAJO COMPUTACIONAL

Por todo lo anteriormente mencionado,
se observa que en la determinacién de los
ANAVAS, son numerosos los calculos
a realizar, por esta razon, se facilita su
determinacion de acuerdo a las necesidades
del usuario, por medio de la ejecucion del
siguiente mend, en el cual para cada uno de
ellos se tiene un ejemplo numérico mostrado
en el inciso 7, para mayor comprension e
interpretacion de la teoria desarrollada.

Jnstitute de Estadistica Jedrica y Uplicada
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Anava de un factor. Muestras de tamaiios iguales
Anava de un factor. Muestras de tamafios diferentes
Anava de un factor. Disefio aleatorizado por bloques
Anava de dos factores sin replicacion

Anava de dos factores con replicacion

Anava de tres factores con replicacion

Anava de n factores

Salir del sistema

[N e N I N N R

6. CONCLUSIONES

Se ha observado que a lo largo del estudio
del ANAVA se requieren de demasiados
calculos, lo cual se evita con los programas
computacionales desarrollados para cada uno
de los temas sefialados en el ment, facilitando
enormemente este tedioso trabajo. La parte
teorica y los ejemplos ayudan a los usuarios
a comprender la utilizacion de los diferentes
modelos los cuales permiten su aplicacion y
adaptacion a trabajos reales de investigacion
o de la industria.

Todos los trabajos generan informacion que
muchas veces no se las utiliza por no tener
conocimiento de esta clase de modelos,
teniendo en cuenta que se debe adaptar el
modelo al problema y no el problema al
modelo. De los modelos correspondientes
aplicados a los datos se pueden obtener varios
beneficios dentro el campo experimental
como también beneficios econdomicos, para
tomar decisiones estadisticas segin los
resultados obtenidos.

Se concluye que el ANAVA se aplica con
la finalidad de analizar las diferencias o
semejanzas significativas tanto de las medias
como de las varianzas, donde una alta o baja
razon F, implicarian la aceptacion o rechazo
de la hipotesis, y por otro lado, se revela el
efecto que tiene una variable sobre la otra de
acuerdo a su poblacién en cuanto a su grado

de predictibilidad.
N2
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7. APLICACIONES Datos
Magquinas
El desarrollo de la metodologia del At | 1 | 2 | 3 | 4 | 5
ANAVA tiene influencia sobre los tipos de 1 1920 18,70 12,50 20,30 19,90
investigacion experimental que se llevan a 2 1870 1430 1430 2250 24,30
cabo en muchos campos, siendo una técnica 3 2130 2020 870 17,60 17,60
estadistica aplicada en ciencias sociales, 4 1650 17,60 1140 1840 2020
agricultura, biologia, medicina, investigacion 5 1730 1930 950 1590 18,40
farmacéutica, psicologia, toxicologia, 6 2240 16,10 1650 19,00 19,10
ingenieria de: minas, metalurgia, quimica,
etc. Estos modelos de ANAVA se utilizan .y
.. ) Solucion.
para abordar problemas técnicos y complejos Anava de un factor para muestras de tamaiios
en diferentes disciplinas. iguales
ANAVA
A ContinuaCiéna se muestran aplicaciones Fuente de | Suma de | Grados de | Cuadrados | Prueba F
practicas de acuerdo a cada uno de los topicos variacion | cuadrados [ libertad | Medios
mencionados en el meni y en cada uno de  Maquinas ~ 237.417 4 59.354 10.138
ellos, la fuente de datos es elaboracion propia.  gor 146371 25 5.855
Total 383.788 29
7.1. ANAVA DE UN FACTOR PARA
MUESTRAS DE TAMANOS IGUALES.  Decision: F =10,138 > F,, =276 por

Se desea comprar cinco maquinas de marcas
diferentes para su uso en el ensamble de un
producto particular, las que estdn siendo
comparadas respecto a su velocidad. El
experimento disenado para determinar si hay
diferencias en la velocidad promedio de cinco
maquinas, se observan los tiempos empleados
en producir seis articulos en forma aleatoria
en cada maquina. Los tiempos registrados en
segundos son conocidos. Determinar al nivel
de significacion del 5% o si las maquinas
llevan a cabo la tarea a la misma velocidad
promedio.

ca 5%,4,25
lo que se rechaza H, y se concluye que

la hipotesis alternativa es verdadera. Es
decir, que a un nivel del 5% hay diferencia
significativa. Concluyendo, las maquinas no
llevan a cabo la tarea a la misma velocidad
promedio.

7.2. ANAVA DE UN FACTOR PARA
MUESTRAS DE TAMANOS
DIFERENTES.

En una universidad, en un semestre, cinco
docentes ensefian a cinco paralelos una misma
asignatura, cuyas calificaciones finales son
registradas con calificaciones de 0 a 100,
teniéndose 49, 35, 21, 37 y 40 estudiantes
respectivamente. Al nivel de significacion
del 5%. {Se podra concluir que existe una
diferencia significativa en las calificaciones
promedio obtenidas con los cinco docentes?

)

ETA®

HE)
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Datos.
Docentes
N° Alumnos 1 2 3 4 5
1 64,00 | 80,00 | 78,00 | 68,00 | 58,00
2 66,00 | 30,00 | 32,00 | 69,00 | 52,00
3 57,00 | 30,00 | 60,00 | 68,00 | 10,00
4 21,00 | 30,00 | 10,00 | 20,00 | 5,00
5 59,00 | 30,00 | 73,00 | 20,00 | 52,00
6 63,00 | 40,00 | 51,00 | 54,00 | 5,00
7 26,00 | 40,00 | 75,00 | 63,00 | 52,00
8 65,00 | 52,00 | 67,00 | 55,00 | 5,00
9 68,00 | 30,00 | 79,00 | 20,00 | 5,00
10 59,00 | 52,00 | 16,00 | 51,00 | 55,00
11 41,00 | 35,00 | 31,00 | 51,00 | 70,00
12 70,00 | 45,00 | 71,00 | 41,00 | 53,00
13 68,00 | 40,00 | 54,00 | 51,00 | 60,00
14 74,00 | 30,00 | 72,00 | 56,00 | 52,00
15 62,00 | 30,00 | 30,00 | 51,00 | 55,00
16 69,00 | 45,00 | 60,00 | 65,00 | 52,00
17 42,00 | 40,00 | 64,00 | 51,00 | 74,00
18 53,00 | 51,00 | 19,00 | 44,00 | 40,00
19 75,00 | 35,00 | 14,00 | 60,00 | 20,00
20 62,00 | 45,00 | 67,00 | 20,00 | 62,00
21 53,00 | 30,00 | 16,00 | 57,00 | 20,00
22 65,00 | 51,00 20,00 | 66,00
23 61,00 | 45,00 54,00 | 30,00
24 64,00 | 60,00 51,00 | 20,00
25 58,00 | 51,00 54,00 | 52,00
26 18,00 | 40,00 20,00 | 70,00
27 49,00 | 40,00 84,00 | 52,00
28 70,00 | 30,00 75,00 | 61,00
29 74,00 | 51,00 30,00 | 70,00
30 53,00 | 60,00 55,00 | 54,00
31 51,00 | 55,00 20,00 | 40,00
32 67,00 | 30,00 51,00 | 70,00
33 65,00 | 51,00 20,00 | 36,00
34 62,00 | 30,00 51,00 | 80,00
35 65,00 | 35,00 52,00 | 70,00
36 64,00 60,00 | 55,00
37 65,00 51,00 | 31,00
38 64,00 52,00
39 66,00 77,00
40 62,00 30,00
41 57,00
42 67,00
43 67,00
44 51,00
45 66,00
46 67,00
47 68,00
48 57,00
49 57,00
Solucion.

Jnstitute de Estadistica Jedrica y Uplicada

Anava de un factor para muestras de tamafios

diferentes.
ANAVA
Fuente de Suma de | Gradosde | Cuadrados | Prueba
Variacién | Cuadrados | Libertad Medios F
Docentes 7.390,27 4 1.847,57  6,1044
Error 53.570,1 177 302,66

Total 60.960,36 181

Decision: F, =6,1044>F =242 porlo que
se rechaza H  , se concluye que la hipotesis
alternativa es verdadera. Es decir, que a un
nivel del 5% hay diferencia significativa. En
conclusion, existe una diferencia significativa
en las calificaciones promedio obtenidas por
los cinco docentes.

7.3. ANAVA DE UN FACTOR PARA UN
DISENO  ALEATORIZADO  POR
BLOQUES.

La administracion de una cadena de
restaurantes de comida rdpida tiene 5
sucursales en la ciudad, ésta desea evaluar
el servicio de los restaurantes. Para lo cual
se contrata a 35 investigadores (estimadores)
con experiencia variada en evaluacion del
servicio de comida, siendo clasificados
en siete bloques de cinco elementos. Los
cinco estimadores son asignados de manera
aleatoria para realizar la evaluacion de
servicio de un restaurante en particular,
utilizando una escala que va de 0 (baja) a 100
(alta). Se desea probar las diferencias entre
restaurantes a un nivel a = 5%.

Datos

Blog. | Restaurantes

Oper. | 1,00 | 2,00 | 3,00 | 400 | 500
1 6800 6300 80,00 7600 79,00

2 7500 77,00 8600 78,00 81,00
37400 69,00 88,00 82,00 83,00
4 7800 6500 9400 78,00 8500
5 8200 6800 9000 8600 82,00
6 7600 7000 9600 88,00 78,00
7 80,00 7800 9600 8600 8500
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Solucion

ANAVA de un factor para un disefio aleatorizado
por bloques

Fuente de Suma de Grados | Cuadrados Razoén F
Variacion | Cuadrados . de Medios calculada
Libertad
Restaurantes 1.715,14 4 1.847,57  F©=32,5595
Evaluadores 303,94 6 302,66 F'=3,8465

Error 316,06 24 13,1693
Total 2.335,14 34
Decision: F, =32,5595>F, ,,=2,78 porlo

que se rechaza H, , se concluye que existe
evidencia de una diferencia en el servicio
de atencién promedio entre los diferentes
restaurantes.

Una verificacion de la efectividad de la
conformacion de bloques, prueba una
diferencia entre los grupos de estimadores,
para lo cual se tiene:

Decision: F_=3,8465 > Fj%,6’24=2,51, por lo
que serechaza H ,llegandoalaconclusionde
que existe evidencia de una diferencia entre
los grupos de estimadores, de esta manera se
ratifica la conclusion que la conformacion
de bloques ha sido ventajosa para reducir el
error experimental.

7.4. ANAVA DE DOS FACTORES SIN
REPLICACION.

Los articulos fabricados por una compaiia se

producen por seis operarios utilizando ocho
maquinas diferentes. El fabricante quiere
determinar si hay diferencias significativas
entre las maquinas y entre los operarios.
Se efectlia un experimento para determinar
el numero de articulos diarios producidos
por cada operario utilizando cada una de
las maquinas, a un nivel de significacion
del 5% para probar si existe una diferencia
significativa.

Datos.
Operarios e
v b2l s e | s [ o] 7] s
1 19,00 1900 1700 21,00 20,0 16,00 1800 23,00
2 14,00 1700 1400 17,00 15,00 14,00 1700 21,00
3 15,00 16,00 11,00 16,00 16,00 12,00 21,00 16,00
4 15,00 1900 1800 19,00 18,00 17,00 21,00 14,00
5 21,00 22,00 21,00 28,00 9,00 24,00 26,00 22,00
6 12,00 20,00 15,00 22,00 14,00 12,00 11,00 15,00
Solucion.
Anava de dos factores sin replicacion
Fuente de Suma de Grados de | Cuadrados Razén F
Variacion Cuadrados Libertad Medios calculada
Maquinas 156,00 22,2857 F©=2,2018
Operarios 253,75 50,7500 F'=5,0141
Error 354,25 35 10,1214
Total 764,00 47
Decision: F=2,2018 < F,, 72,29 porlo Decision: Fr=5,0141 > F,, 72,485, por lo

que no se rechaza H,“, se concluye que no
existe evidencia de una diferencia en entre
las maquinas.

|
£

)

que se rechaza ", llegando a la conclusion
de que existe evidencia de diferencia entre
los operarios.

65
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7.5. ANAVA DE DOS FACTORES CON
REPLICACION.

El hospital de una ciudad realiza un analisis
deltiempo de visitas domiciliares individuales
realizado por las enfermeras de salud publica,
a cinco clases de enfermos, cuya duracion es
medida en minutos, ademas se registro la
edad de cada una de las enfermeras; a partir
de esta informacion se desea saber:

a) ¢ El tiempo medio de visita difiere entre los
distintos grupos de edad de las enfermeras?

b) ¢, El tipo de paciente influye en el tiempo
medio de visita?

c) (Existe interaccion entre las edades de las
enfermeras y el tipo de pacientes?

Decision: se rechaza H,, se concluye que
existe evidencia de una diferencia entre

Datos.
Niveles del Factor B
(Grupo de edades de las enfermeras)
N.F.A. 20-25 26-30 31-35 36-40 41-45 >=46
1 2 3 4 5 6
1 Cardiacos
1 22,00 23,00 26,00 30,00 23,00 27,00
2 24,00 31,00 29,00 30,00 27,00 30,00
3 23,00 30,00 23,00 25,00 25,00 27,00
4 26,00 27,00 26,00 28,00 24,00 28,00
2 Cancerosos
1 29,00 31,00 35,00 38,00 37,00 41,00
2 35,00 25,00 40,00 43,00 41,00 44,00
3 32,00 33,00 38,00 45,00 35,00 49,00
4 34,00 29,00 39,00 47,00 44,00 46,00
3 Sidosos
1 24,00 25,00 35,00 40,00 39,00 51,00
2 31,00 25,00 35,00 36,00 43,00 44,00
3 29,00 38,00 36,00 45,00 31,00 54,00
4 35,00 25,00 32,00 31,00 35,00 30,00
4 Tuberculosos
1 32,00 34,00 29,00 31,00 29,00 27,00
2 26,00 29,00 27,00 29,00 25,00 26,00
3 21,00 18,00 19,00 27,00 24,00 31,00
4 18,00 26,00 25,00 26,00 24,00 31,00
5 Neuréticos
1 31,00 32,00 29,00 28,00 34,00 37,00
2 26,00 25,00 24,00 25,00 27,00 26,00
3 19,00 28,00 26,00 30,00 24,00 31,00
4 18,00 19,00 23,00 22,00 24,00 38,00

N. F. A. = Niveles del factor A (5 tipos de pacientes)

Jnstitute de Estadistica Jedrica y Uplicada
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Solucidn.

Anava de dos factores con replicacion.

Fuente de Suma de
Variacion Cuadrados
Factor A Columnas 1.318,6720
Factor B Filas 2.127,9530
Interacciéon A*B 646,0938
Error de Muestreo 2.783,2030
Total 6.875,9220

las edades de las enfermeras, por lo tanto,
el tiempo medio de visita difiere entre los
distintos grupos de edad de las enfermeras.
Decision: F7=9,0969> F',, ., =8,5616 por lo
que no se rechaza [ f, se concluye que existe
evidencia de una diferencia entre los tipos de
pacientes.

Decision: F'=1,4857 < F.,. 1501775, porlo
que se rechaza H/, llegando a la conclusion
de que existe evidencia de una interaccion
entre las edades de las enfermeras y el tipo
de pacientes.

Grgdos de  Cuadrados Razén F
Libertad Medios calculada
5 263,7344 F©=9,0969
3 709,7500 FF=244662
15 43,0729 F'=1,4867
96 28,9917
119

7.6. ANAVA CON N FACTORES.

Esta aplicacion se la efectuara por medio
de un ejemplo, en el que se considera un
experimento factorial con cuatro niveles
AB,C y R en un disefio por bloques
completamente aleatorizados, como se
presenta en la tabla siguiente:

X, donde: a=1,2,3,4,5 b=1,2,3 ¢=1,2,34
r=1,2

Solucién. Ejecutando esta opcion, se tienen
los datos de salida de la siguiente manera:

Tabla 5.
Datos de la muestra para el ANAVA con cuatro factores

bl
Replica del bloque a a a a
c, 7 2 127
c, 8 22 13 8
E ¢, 9 20 15 9
c, 8 24 19 10
c, 9 21 15 11
c, 8 20 17 10
. c, 11 20 18 18
c, 12 22 21 15

14
12
13
19

18
18
18
17

11
12
13
15

19
17
16

17
16
14
17

11
15
16

22
23
24
22

26
19
24
25

18
12
18
17

16
19
18
19

10
11

10
12
18
17

[

0 3 o O

9

10
14
15

14
15
15
19

10

15

17
18
19
20

P
%
TA

En este experimento el factor A tienen cinco niveles, el factores B tiene tres niveles y C tiene
cuatro niveles y el experimento es replicado dos veces. Las replicaciones son completamente
relacionadas y no constituyen un factor. Sin embargo, para los propdsitos que se persigue se
lo considera a R como un cuarto factor asumido. De esta manera, cada elemento de los datos

en la Tabla 5 es representado en esta forma:

|
£

)
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Niveles de los factores

A 5

B
C
R

N AW

Gran media= 14,68333

Niveles
4 3 2 Nivel 1
1 1 1 7 20 12 7 14
1 1 2 8 19 9 22 18

Solucion.

Anava con n factores (n=4)

Anava con 4 factores

Fuente de Suma de Grados de  Cuadrados

Variacion  Cuadrados Libertad medios
A 552,55000 4 138,13750
B 110,46670 2 55,23334
AB 1.141,20000 8 142,65000
C 126,43330 3 42,14445
AC 50,98334 12 4,24861
BC 17,46667 6 2,91111
ABC 77,86667 24 3,24444
R 240,83330 1 240,83330
AR 45,45667 4 11,35417
BR 66,46667 2 33,23333
ABR 62,03334 8 7,75417
CR 15,76667 3 5,25556
ACR 51,31667 12 4,27639
BCR 32,93334 6 5,48889
ABCR 70,23333 24 2,92639
Total 2.661,96700 119

En nuestro pais, otra importante y Ttil
aplicacion del disefio factorial es en
Ingenieria de Minas, en cuanto se refiere a
los tratamientos efectuados en la flotacion de
minerales, como en el caso particular de la

Jnstitute de Estadistica Jedrica y Uplicada

recuperacion del Sn contenido en el mineral
casiterita (SnO,) que se presenta con otros
minerales. Los factores que se utilizan y sus
niveles mas proximos pueden ser: tiempo
de flotacion (5, 10 o 15 minutos,), grado de
acidez (2, 3 o 4 pH), acido citrico (0, 5, o
10 cm?®) y aereosol 22 (10, 20 o 30 cm?) por
celda de flotacion, valores mas convenientes
de los niveles los determina el ingeniero, con
el objeto de tener la mejor recuperacion de
Sn, por consiguiente el mejor rendimiento
econdmico.
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Para triunfar, toda la vida debemos prepararnos, estudiar,
aprender, transmitir los conocimientos adquiridos, lo cual
permite gue el estudiante para ser un buen profesional,
debe tratar de ser mejor que sus docentes.
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