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RESUMEN

En este articulo se revisan ¢ ilustran algunas consecuencias de la alta multicolinealidad entre
covariables presentes en la parte sistematica de un modelo de regresion lineal. Con este propdsito,
se comparan dos modelos. En el primero no existe el problema de multicolinealidad, es decir
las covariables son linealmente independientes. En el segundo modelo se tiene el problema de
alta multicolinealidad, es decir las covariables estan muy asociadas linealmente. Se analizan
cuatro tipos de consecuencias: (i) sobre la magnitud de los coeficientes de regresion, (ii) sobre
las sumas de cuadrados adicionales, (iii) sobre la magnitud de los errores estandar para los
estimadores de coeficientes y (iv) sobre pruebas estadisticas de los coeficientes. En presencia de
alta multicolinealidad entre las covariables del modelo, estas consecuencias podrian conducir a
inferencias estadisticas erroneas y consecuentemente a conclusiones incorrectas.

PALABRAS CLAVE

Multicolinealidad, multicolinealidad perfecta, alta multicolinealidad o multicolinealidad
imperfecta.

ABSTRACT

In this article, some consequences of the high multicollinearity among covariates present in the
systematic part of a linear regression model are reviewed and illustrated. For this purpose, two
models are compared. In the first there is no problem of multicollinearity, that is, the covariates
are linearly independent. In the second model there is the problem of high multicollinearity,
that is, the covariates are very linearly associated. Analyze four types of consequences: (i) on
the magnitude of the regression coefficients, (ii) on the sums of additional squares, (iii) on the
magnitude of the standard errors for the coefficient estimators and (iv) on statistical tests of
the coefficients. In the presence of high multicollinearity among the covariates of the model,
these consequences can lead to erroneous statistical inferences and consequently to incorrect
conclusions.
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1. EL PROBLEMA DE
MULTICOLINEALIDAD

Consideremos el modelo de regresion lineal
multiple Y=Xp+e, donde Y es el vector
n*[ de variables respuesta, X es la matriz
n*p de observaciones, S es el vector p*/
de coeficientes y ¢ es un vector de errores
aleatorios con los supuestos clasicos, es
decir e~N(0,0° 1).

Formalmente, la multicolinealidad se define
en términos de la dependencia lineal entre
las columnas de la matriz X. Recordemos
que los vectores X, X, ..., X, son linealmente
dependientes si hay un conjunto de

constantes a,a,,....a,, no todos ceros, tal

que Yhoiagx, =0 . Si esta ecuacion
se cumple para algun subconjunto de las
columnas de X, entonces el rango de la matriz
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X’X es inferior a p, y por tanto no existe una
solucion tnica para el vector de coeficientes.
En esta situacion se tiene un problema
denominado multicolinealidad perfecta. El
problema mas frecuente, sin embargo, es el
denominado multicolinealidad imperfecta
o alta multicolinealidad. Este se presenta
cuando todas o algunas covariables del
modelo estan altamente correlacionadas, es
decir cuando se tiene una dependencia “casi
lineal” entre las columnas de X. Por este
hecho, la multicolinealidad es un problema
principalmente de grado o de nivel. Se podria
decir, entonces, que cada conjunto de datos
a ser analizado con un modelo de regresion
sufre del problema en alguna medida, a no
ser que las columnas de X sean ortogonales,
en cuyo caso no existe problema de
multicolinealidad, ni perfecta ni imperfecta,
lo que se da generalmente en un experimento
disefiado apropiadamente.

2. CONSECUENCIAS DE LA
MULTICOLINEALIDAD
IMPERFECTA

En este articulo se examinan cuatro efectos
de la presencia de multicolinealidad
imperfecta: (i) efectos sobre la magnitud de
los coeficientes de regresion, (ii) sobre la
suma de cuadrados adicional, (iii) sobre el
error estdndar de los coeficientes estimados
y (iv) sobre las decisiones en pruebas de
hipotesis.

Para  visualizar apropiadamente  estos
efectos, la informacidon a ser analizada
previamente es transformada mediante la
denominada transformacion correlacion.
Dos de las interesantes caracteristicas
de esta transformacion son: (i) la nueva
matriz simétrica X'X representa la matriz
de correlaciones entre las columnas de la
nueva matriz X'y que (ii) el nuevo vector XY
consiste de las correlaciones entre cada nueva
covariable y la nueva variable respuesta.

I
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Consecuentemente, el nuevo vector de
coeficientes puede ser estimado a partir de la
matriz y el vector de correlaciones.

2.1 EFECTOS SOBRE LA MAGNITUD DE
LOS COEFICIENTES DE REGRESION

Para ilustrar el efecto de la multicolinealidad
imperfecta sobre la magnitud de los
coeficientes consideremos dos modelos de
regresion, cada uno con dos covariables.
En el primer modelo no existe asociacién
lineal entre las dos covariables, es decir la
correlacion lineal es 0; en el segundo modelo
ambas covariables estan altamente asociadas,
una correlacion lineal de 0,92.

Cuando ambas covariables no estan
correlacionadas, los estimadores de los
coeficientes permanecen invariables. El

coeficiente para X, es el mismo (0,742)
cuando X, es la inica covariable en el modelo
o cuando ambas covariables estan en el
modelo. Lo mismo ocurre para el coeficiente
de X,. Sin embargo, cuando ambos regresores
estan fuertemente asociados, los valores de
los coeficientes tienen grandes cambios.
Cuando X, es la unica covariable en el
modelo, su coeficiente es 0,915; mientras
cuando ambas covariables estdn presentes
en el modelo, su coeficiente es 0,294, una
reduccion de 67,0%. De manera similar,
aunque menos acentuada, la reduccion para
el coeficiente de X, es 28,8% (Cuadro N° 1).

Cuando las covariables estan fuertemente
asociadas, las magnitudes de sus
coeficientes cambian significativamente.
Consecuentemente, €sos coeficientes
no reflejan los efectos reales de sus
correspondientes  covariables sobre la
respuesta, sélo reflejan un efecto parcial o
marginal, que podria conducir a conclusiones
erradas.
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Cuadro N° 1
Cambios en las magnitudes de los coeficientes
Modelo 1 Modelo 2
Variables en el (Correlacion 0) (Correlacion 0,92)
Modelo A A A A
B, B, B, B,
X, 0,742 0,915
X, 0,638 0,945
X X, 0,742 0,638 0,294 0,673
Cambio Relativo (%) 0 0 67,9% 28,8%

Fuente: Elaboracion Propia

2.2 EFECTOS SOBRE LAS SUMAS DE
CUADRADOS ADICIONALES

Consideremos los dos modelos de regresion
anteriores. Recordemos que el primero es un
modelo en el que no existe asociacion lineal
entre los dos regresores (correlacion lineal 0),
mientras en el segundo ambos regresores se
encuentran altamente asociados (correlacion
lineal de 0,92).

Cuando ambos regresores no estan
asociados linealmente, la contribucion
adicional de X, a la suma de cuadrados
de la regresion (SCReg) es la misma que

cuando X, es la unica covariable presente
en el modelo. Esto es, la SCReg(X,)=0,550
=SCReg(X, |X2). De manera similar, la
SCReg(X,)=0,408=SCReg(X,| X,). En
cambio, cuando ambas covariables estan
altamente relacionadas, la contribucion
marginal de cualquiera de ellas a la
suma de cuadrados de la regresion es
diferente de la contribucion a la suma
de cuadrados cuando la misma variable
es la tUnica en el modelo; es decir, la
SCReg(X,)=0,838#0,013=SCReg(X, | X)) vy
la SCReg(X,)=0,892#0,067=SCReg(X, | X))
(Cuadro N° 2).

Cuadro N° 2
Cambios en las sumas de cuadrados
Modelo 1 Modelo 2
(Correlacion 0) | (Correlacion 0,92)
SCReg(X)) 0,550 0,838
SCReg(X, |X7) 0,550 0,013
SCReg(X)) 0,408 0,892
SCReg(X, | X)) 0,408 0,067

Fuente: Elaboracion Propia

La razon por la que la SCReg(X, | X,)=0,013
es muy pequefia comparada con la
SCReg(X,)=0,838 es que X,y X, estan
altamente correlacionadas. Cuando X, se
encuentra en el modelo, la contribucion
marginal de X, a la suma de cuadrados de
la regresion es comparativamente pequefia
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debido a que X, contiene mucha de la misma
informacion contenida en X,. Dicho en otros
términos, cuando las covariables del modelo
estin muy asociadas linealmente, no hay
una unica suma de cuadrados que pueda ser
adscrita a cualquiera de estas covariables,
por lo que no es posible determinar el efecto
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neto de esas covariables en la explicacion de
la variabilidad de la respuesta.

2.3 EFECTOS SOBRE LA MAGNITUD
DE LOS ERRORES ESTANDAR DE LOS
ESTIMADORES DE COEFICIENTES

Nuevamente consideremos los dos modelos
de regresion anteriores. Ahora se analiza el
efecto de una fuerte asociacion lineal entre
las covariables del modelo sobre los errores
estandar de sus correspondientes coeficientes
estimados.

En ausencia de asociacion lineal entre las
covariables del modelo, los errores estandar
de los coeficientes estimados se reducen. Por
ejemplo, cuando el modelo contiene solo X,
el error estandar de su coeficiente asociado
B, es 0,274, valor que se reduce a 0,092
cuando ambas covariables se encuentran
en el modelo. Similar comportamiento se
observa para X, (Cuadro N° 3). Este hecho
es deseable puesto que los estimadores de los
coeficientes tienen mayor precision.

CuadroN° 3
Cambios en los errores estandar de los coeficientes estimados
Modelo 1 Modelo 2
Variables en el (Correlacion 0) (Correlacion 0,92)
Modelo A A A A
ee(B,) ee(B,) ee(B,) ee(B,)
X | 0,274 0,142
X f 0,314 0,945
X1 , X2 0,092 0,092 0,303 0,303
Cambio Reduccion | Reduccion | Incremento | Incremento

Fuente: Elaboracion Propia

En cambio, cuando las covariables estan
fuertemente asociadas, los errores estandar de
sus correspondientes coeficientes estimados
se incrementan considerablemente. Por
ejemplo, el error estandar de B se incrementa
de 0,142 a 0,303, un incremento de un poco
mas del doble. El incremento para el error
estandar de [3, es de casi el triple, pasando de
0,116 a 0,303. En consecuencia, el alto grado
de multicolinealidad entre las covariables
produce un incremento considerable en los
errores estandar de los estimadores, lo que
conduce a inferencias menos imprecisas €
incluso a falsas conclusiones.

2.4 EFECTOS SOBRE PRUEBAS
ESTADISTICAS DE LOS COEFICIENTES

para cada coeficiente de regresion la
estadistica ¢ =f /e.e(f) que resulta de dividir
el estimador del coeficiente por su error
estandar, esto con el proposito de decidir si
la hip6tesis nula H: ;= 0 es 0 no rechazada,
para un determinado nivel de significancia
o. En presencia de alta multicolinealidad,
sin embargo, las conclusiones derivadas de
dicho examen podrian ser incorrectas. Esta
situacion es analizada a continuacion.

En ausencia del problema de
multicolinealidad, el test ¢ para probar
individualmente cada una de la dos hipoétesis
nulas H,:f=0y H :f,=0 conduce a la misma
decision a la que se llega con el test F, un
test adecuado para probar la hipdtesis de que
simultaneamente ambos coeficientes son

Un abuso frecuente en el analisis de nulos, es decir H:8,=4,=0. En efecto, los
modelos de regresion lineal es examinar Vvalores de las estadisticas t para B (8,10) y
o s Revista Varianza
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para [A32 (6,97) son superiores al valor critico
2,97, por lo que individualmente se rechazan
ambas hipotesis, H:f,=0y H :f,=0 (Cuadro
N° 4). Estas decisiones son coherentes con la
decision tomada con base en el test F. Este
test también conduce a rechazar la hipodtesis
de que simultaneamente ambos coeficiente

son nulos H :B=,=0, pues el valor de la
estadistica F(57,06) supera el percentil 95
de la distribucion F(5,79). En consecuencia,
cuando las covariables no estan asociados
linealmente, ambos tests, #y F, son coherentes,
conducen a las mismas decisiones y, por
ende, a las mismas conclusiones.

Cuadro N° 4
Efectos sobre pruebas estadisticas de los coeficientes
Modelo 1 Modelo 2
(Correlacion 0) (Correlacion 0,92)

Test Hipotesis Hipotesis Hipotesis Hipotesis
Hy B,=0 I Hy B=0 e
H-B=0 o b= F,= H:B8=0 o B=B,=

0 ﬂg_ 0 ﬂg_
trana(0,9875;6) = 2,97 trapia(0,9875;8) = 2,75
tf“f-ffl =810 tr:alﬁl = 0,97
E“ILEE =697 tcu(.f”z =222
y Como: Como:
tL'Ltf_.f]'-] > ttuhf(( tf—'fl[.ﬁl < tmhm
tt'uf,fm‘; > ttuhf(( EC“I'RZ < fmhm
Decision: Decision:
Rechazar ambas H, No Rechazar ambas H
Frabia(0,95; 2,5) = 5,79 Frapia(0,95;2,7) = 4,74
F{.‘QI = 57,06 F;_-,_[J = 33,36
) . Como:
F Como:
FL‘(({ - F}um“ Fc'ul = Ftubfu
Decision: l)t:t.:ihin.'m:.
Rechazar H, Rechazar H,

Fuente: Elaboracion Propia

En cambio, en presencia de alta
multicolinealidad entre ambas covariables,
los dos tests, ¢ y F, conducen a decisiones
contradictorias. La prueba ¢ conduce a no
rechazar individualmente cada una de las
dos hipdtesis H:p,=0 y H :B,=0; mientras la
prueba F, una prueba mas apropiada para este
problema, conduce a rechazar la hipdtesis de
que simultdaneamente ambos coeficientes son
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nulos H :p,=p,=0.

La razoén para este resultado contradictorio
es que cada una de las dos pruebas t es una
prueba marginal. Esto es, un valor pequefio
de la SCReg(X, | X,) (Cuadro N° 2) indica
que X, no proporciona mucha informacion
adicional sobre la que proporciona la
covariable X, por lo que se arriba a la

¥ -

\ CARRERA DE



conclusion de que B,=0. De manera similar
se llega a la conclusion de que B,=0 porque
la SCReg (X, | X,) es pequena, reflejando
que X, no proporciona informacion adicional
substancial cuando X, se encuentra en el
modelo. En consecuencia, los dos tests, ¢y F,
conducen a decisiones y consecuentemente a
conclusiones contradictorias.

3. CONCLUSION

La presencia de alta multicolinealidad en la
parte sistematica del modelo de regresion
tiene varias consecuencias. Una primera es la
disminucién enlamagnitud de los coeficientes
correspondientes a covariables fuertemente
asociadas, razon por lo que esos coeficientes

solo reflejan un efecto parcial o marginal
sobre la respuesta, no reflejan los efectos
reales de sus correspondientes covariables.
Una segunda consecuencia tiene que ver con
el hecho de que no hay una unica suma de
cuadrados que pueda ser adscrita a cualquiera
de las covariables altamente asociadas, por lo
que no es posible determinar el efecto neto
de esas covariables. La tercera consecuencia
es el incremento en los errores estandar de
los coeficientes estimados, lo que conduce
a inferencias menos precisas. Por ultimo,
con relacion a las pruebas de hipotesis, la
presencia de alta multicolinealidad lleva a
decisiones contradictorias entre las pruebas
tyF.
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