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RESUMEN

La presente investigacion estima los parametros de localizacion, asimetria y los grados de libertad de
una distribucion tipo G mediante un método de estimacion de libre verosimilitud Bayesiana comparada
con el clasico método Metropolis Hastings, utilizando para ello datos de la distribucion de la variacion
mensual del Indice de Precios al Consumidor del Instituto Nacional de Bolivia, periodo ene-1986 a oct-
2020, base 2016. Se evidencid que el proceso iterativo algoritmico para el método Metropolis Hastings
es mas eficiente, sin embargo, el mejor ajuste se encontrd con el método ABC-GIBBS.
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ABSTRACT

The present investigation estimates the location parameters, asymmetry and the degrees of freedom of a
G-type distribution using a Bayesian free likelihood estimation method compared to the classic Hastings
Metropolis method, using data from the distribution of the monthly variation of the Index of Consumer
Prices of the National Institute of Bolivia, period Jan-1986 to Oct-2020, base 2016. It was evidenced that
the algorithmic iterative process for the Metropolis Hastings method is more efficient, however, the best
fit was found with the ABC method -GIBBS.
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1. INTRODUCCION

La familia de distribucion tipo G fue
estudiada por Marcus (1987), Andrews et
al. (1974), y Rosinski (1991), es el producto
entre dos variables aleatorias independientes,
la primera con distribucion Normal con
varianza constante y la segunda con una
deter- minada distribucion de probabilidad
cuyo espacio soporte estd definido en los
reales positivos.

La estimacion de los parametros de la
familia de distribuciones tipo G es una tarea
tediosa, el problema radica en la funcion de
verosimilitud, los métodos de optimizacion
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estandar fallan al estimar todos los parametros
y el costo computacional es bastante alto,
Barndorffetal (1981), Andrews etal. (1974).

Bajo un enfoque Bayesiano, un pardmetro
es visto como una variable aleatoria a la que
antes de extraer alguna evidencia muestral,
se le asigna una distribucion previa, con base
a un cierto grado de creencia con respecto al
comportamiento aleatorio, cuando se obtiene
la evidencia muestral surge una actualizacion
en base a la distribucion previa y la evidencia
muestral, de esta manera se obtiene una nueva
distribucion llamada distribucion posterior.

Existen varios métodos en el ambito
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Bayesiano que aproximan la distribucion
posterior, en este aspecto se presenta los
llamados métodos de verosimilitud libre,
Rubin (1984), Diggle et al. (1984),
Tavare et al. (1997), Beaumont et al. (2002),
Ratmann et al. (2009), que aproximan de
forma iterativa a la distribucion posterior
tedrica resultante.

El término Cdlculo Bayesiano
Aproximado(ABC) fue establecido por los
autores: Beaumont et al. (2002), quienes
amplian atn mas la metodologia de los
métodos de verosimilitud libre. El ABC es
una técnica de aproximacion a la distribucioén
posterior de los parametros de manera
iterativa cuando la misma no tiene una
funcion de verosimilitud explicita. Existen
diferentes métodos de verosimilitud libre
propuestos por diferentes autores: ABC-
MCMC, Marjoram et al. (2003), ABC-
GIBBS, Turner et al. (2012), Turner &
Sederberg (2014). Este ultimo es utilizado en
esta investigacion.

Los métodos: Metropolis Hastings, Hastings
(1970), y ABC-GIBBS, Turner et al. (2012),
Turner & Sederberg (2014), son aplicados
en la estimacion de los parametros de la
distribucion de cambios de precios mensuales
del Indice de Precios al consumidor de Bolivia
desde ene-1986 hasta oct-2020, distribucion
tedrica que presenta asimétria y leptocurtosis,
Blattberg et al. (1974), Kyprianou (2014).

2. MARCO TEORICO

2.1. Enfoque Bayesiano

Definicion 2.1 7eorema de Bayes. Sean
X y 0 variables aleatorias con funcion de
probabilidad  f(x|60) y w(0), entonces la
distribucion posterior esta dada por:

 ile)me)
m(61X) = = ale)n(6)d8

donde @ vector de parametros y O espacio
paramétrico.

Para aproximar m(@ |X) se recurre a una serie
de métodos aproximados iterativos.

2.2. Método Metropolis Hastings

Este método es una generalizacion del
método Hastings, Metropolis et al. (1953),
utiliza una funcién de densidad propuesta
que depende del estado actual de #Y. La
funcion de densidad q(#%|0Y) puede ser
tan simple como una funcion de densidad
Normal localizada en 6.

Algoritmo 1 Algoritmo Metropolis-Hastings

Entrada: Dar un valor inicial para 8©) con
(0| X) funcidén objetivo.
Salida: Distribucion posterior de 8: m(8]X).
1: para j=1,2... hacer
2 Generar 0 ~ q(0|6\7))
3:  Calcular la probabilidad de aceptacion.

£(0%) q(69]6%)
f(ﬂ(j) ) q(9*|6(j)) ’

a(0*,09)) = min {1.

4 Generar un niimero aleatorio w ~ U(0,1).
5 siu<a(f*,80) entonces
6 Aceptar 6%

7 devolver #Ut1) = g*

8:  sino

9: Rechazar 6*

10: devolver Ut — gU)
11:  fin si

12: fin para

2.3. Método ABC-GIBBS

El Algortimo ABC-GIBBS fue propuesto por
Turner & Zandt (2014), los autores proponen
extraer muestras aleatorias directamente
de la distribucion posterior condicional de
los hiperparametros' que no dependan de
la funciéon de verosimilitud utilizando el
método de Gibbs, Voss (2013), Beaumont et
al. (2002), Marjoram et al. (2003), Ratmann
et al. (2009), Sisson et al. (2007),Turner &

! Los hiperparametros son parametros de una distribucion
previa
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Zandt (2014), Gelman et al. (2013).

Definicion 2.2 Sea = (6,0, ... ,Hp) el vector
de parametros, bajo un nivel de jerarquia
de estos parametros se tiene la siguiente
notacion para los hiperparametros, de cada
Jj-ésimo parametro.

g:(eﬁ,...,efm,egl,...f);m,....ezjl,...,e;m) )
m=1,23,... j=12,...,p

Ambos vectores pueden representarse como:

= (€6)= (8}, 6% 6% O,
01, 05 B0, Op)

(2)

El vector de hiperparametros y parametros
sin un elemento k-ésimo 'y j-ésimo
respectivamente se denota por:

&= (617 ce :gk—lvgk‘-f—la' .- 7&/\1)3 M =m=*p.

()

Utilizando el muestreo de Gibbs para obtener
un gran nimero de muestras de 3 y es
denotado por:

& ~m(§|€ £, 0),0; ~m(016_5,6),j=1,...,p

La implementacion del método ABC-GIBBS
se realiza en dos etapas, la primera etapa
consiste de hallar la distribucién condicional
posterior de los hiperpardmetros, tomando en
cuenta que & influye a X solo a través de 6,
la distribucion condicional posterior de & no
depende de la verosimilitud n(X,Z|0, &) ya
que es constante respecto a &.

(& X,Z,0) x 7(X|Z,0,6)7(Z|0,&)r(0]&)7(€)
o« (X, Z10,6)7(8|§)7(€)

o< 7(61€)7 (&) (5)

En la segunda etapa del método ABC-
GIBBS comprende en hallar la distribucion
posterior de los parametros, y debe tomarse
en cuenta la dependencia condicional de 8y
X, la densidad del parametro & es constante
con respecto a 6.
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m(0]X,Z,€) x w(X|Z,6,6)7(Z]6,&)7(6]§)
x (X, Z|6,£)m(6]€)

x L(6,£|X, Z)m(0]€) (6)

Algoritmo 2 Algoritmo ABC-GIBBS

Entrada: Inicializacién para 6 j, ok, =
1,...,p; k=1,...M y Zjp, datos X € R".

Salida: Distribucién posterior de 6: w(6|X, Z, €).

l: parai=1,2... hacer
2 paraj=1,...,p; k=1,2,..., M hacer

3: Generar £* de 7(&|€_k, 0).

4: Generar 0* de 7(6(6_;,&).

5. fin para

6: paraj=1,...,p; k=1,2,..., M hacer

i Generar conjunto de datos X* @~
[(X,Z;16%,€).

8: Generar una variable aleatoria U ~
Unif(0,1)

9: si p(S(X*),5(X)) < ey U <
mm{1, 7(6*%) n(X*,zi_lw*,g*)}

7r(0i_1,j) W(X, Zi_1]9*, &*)

entonces

10: Generar Z; de w(Z|6%,€%).

11: devolver (0;;,& ;) = (0%,&)

12: si no

13: devolver (Hi,j,gisj) = (91'_17]',52'_1,]».)

14: fin si

15:  fin para

16: fin para

2.4. Distribuciones tipo G

Definicion 2.3 Una variable aleatoria X con
funcion de distribucion de probabilidad F es
infinitamente divisible (i.d.) si para todo ne N
existe n variables aleatorias independientes
e identicamente distribuidos an X . X .
tal que.

X £ X1+ Xpo+... +Xnn -

donde X representa la variable aleatoria
con distribucion factor comun.

Definicion 2.4 Una variable aleatoria
continua X tiene distribucion de probabilidad
tipo G, si estd definida como:
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X2+ 8M+MW (8)
donde M y W son variables aleatorias
independientes, W tiene distribucion normal
con varianza constante, M es una variable
aleatoria con una determinada distribucion
de probabilidad con espacio soporte en los
reales positivos y cumple la propiedad de
infinita divisibilidad, el parametro u es el
parametro de localizacion, b es el parametro
de simetria o asimetria.

La variable aleatoria M tiene distribucion
Gaussiana Inversa Generalizada y cumple la
propiedad infinita divisibilidad, Barndorff et
al. (1977), Grosswald (1976).

2.5. Distribucion Gaussiana Inversa

Generalizada

Definicion 2.5 Una variable aleatoria
X tiene distribucion Gaussiana Inversa
Generalizada (GIG) con parametros A, o, 7,
si la funcion de densidad esta dado por.

x>0.(9)

donde K,(*) es la funcion Bessel de tercer
ordeny (y,0) € 0, .

{(,8):v>0,6 >0}, SiA>0
Or={(1,0):7>0,>0}, SirA=0
{(7,8):4>0,6 >0}, Six<O.

Proposicion 2.1 Si M~GIG(A=—v/2,0,y=V),
v> 0y 0—0" entonces M tiene distribucion
Gamma Inversa con parametros (v/2, v/2).

Para obtener la distribucion previa y la
distribucion posterior se identifica la funcién
conjunta de X'y M, Hichen (2006).

$(@iM) = (2m) " m 2eap { (@ — (u-+ BmP)
M ~ GIG(),6,7) (10)

Realizando un cambio de wvariable en
términos de a y b.

. b N
= i ab = 62 ; =’\/2 (11)

Se tiene la siguiente la funcién previa
bivariantecona,a,a,a, a, hiperparametros.

oy
(e, B)~
- 2
Nofm=( 7\ R=( 78 Poucs
B pouog  0p
(12)
donde:
_ 1 ( (L0a1>
= e C
H 2(1 = p?)ay 27 a3
= 1 aaao0
p " 2(1 - p?)as <a1 a4 )
. ap
P= 2./asa3
o2 1
F2(1 - p?)ag
o2 :—1
A 791 = p?)as
Para la distribucion previa conjunta

(4, a, b) se asume que tiene distribucion
conjugada a la distribucion GIG, esto por
razones analiticas.

b~T(C,x); alb NGIG(—l/Z Vw4 / bw/i/)>
(13)
Para obtener la distribucion posterior conjunta
de los parametros u, Sy 4, a, b se realiza de
forma separada al ser independientes ambos
conjuntos de parametros por construccion de
la distribucion tipo G.
7, By N, a,b| X, Z)ox w(pw, Bl X, Z)m(N, a,b|Z)
(14)

TF([L,,3|X,Z)NNQ((';);?TLQ,DQ) (15)

donde:
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my = Dg(Rd mq + Rpmmmprim)
DQ = (Rd_l + R;rzor)_

mg = Ry ( Zqzq/fz )

=1
-1 >z n
Ry = < n 3 % >

(1L>

Aa,b o

K)\(
al\,b~GIG (nA —-1/2,

I\?IQ" —
o
T
L]
N
. +
€
<
\T/
’ _
o
< ~
| 3
X
+
SRS
-
N———

b)\.ao<—0\
A a o o p{

3. RESULTADOS

Se aplican los dos métodos anteriormente
descritos en la estimacion de parametros
de la distribuciéon de cambios de precios
(varianciones mensuales) del Indice de
Precios al Consumidor con periodicidad
desde Ene-1986 hasta Oct-2020, con
base 2016=100 del Instituto Nacional de
Estadistica de Bolivia®.

Figura 1: indice de Precios al consumidor,
frecuencia mensual, base 2016=100. Fuente: INE-
Bolivia

100~ -

75-

.

IPC

1990 2000 2010 2020
Tiempo

Fuente:Elaboracion Propia

2https://www.ine.gob.bo/index.php/serie-historicaempalmada/

Figura 2: Valores de la distribucion posterior de
los parametros p.f yv, bajo el método Metropolis

Hastings, sin valores de quemado.
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Figura 3: Valores de la distribucion posterior
de los parametros p,f,v, bajo el método
ABC-GIBBS, sin valores de quemado
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Figura 4: Valores de la distribuciéon posterior
de los parametros 1, a y b bajo el método ABC-
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:Elaboracion Propia

GIBBS, sin valores de quemado.
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Cuadro 1: Tabla de resultados y diagnéstico de los valores de la distribucion posterior de los

parametros
Método/diag. ; , E}stimacién ]
i | B ‘ 1 | A a b
METROPOLIS H. | 0,12-10=* | 6,1-10~* 2
(4.5m.) /desv. (9.6) (5.6) (9,9-107%)
AIC -2975
BIC -2964
Geweke 0.9871 0.8818 0.9820
Heidelberger 0.6420 0.1830 0.6580
ABC-GIBBS —0,55-107% | 47,8 - 1074 2.45 78-1071 | =3,6-107> | 3,9-10~*
(11.25m.)/desv. (0.82) (1.07) (0.76) (0.45) (0.03) (0.03)
AIC -3008
BIC -2998
Geweke 0.1999 0.7224 0.1065 0.2642 0.9814 0.8630
Heidelberger 0.2960 0.6910 0.4700 0.1100 0.2160 0.9790

Fuente:Elaboracion Propia

4. CONCLUSION

Se aprecia que el método Metropolis Hastings presenta un menor tiempo de procesamiento
en la estimacion de los pardmetros de la distribucion de cambios de precios, sin embargo,
el método ABCGIBBS presenta un mejor ajuste que el método Metropolis Hastings en los
criterios AIC y BIC.
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