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RESUMEN

PALABRAS CLAVE

El modelo normal-asimétrico es adecuado cuando la estructura de los datos presenta una moda y 
asimetría. En esta nota se observa la existencia de un problema de estimación del parámetro de forma 
utilizando el método de momentos en tamaños de muestra pequeños contemplando algunos aspectos de 
Gupta & Gupta (2008) [Test,17, 197–210].
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ABSTRACT
The normal-asymmetric model is suitable when the data structure presents a mode and asymmetry. This 
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1. INTRODUCCIÓN
El interés por la clase de distribuciones 
normalasimétricay relacionadas ha crecido 
enormemente, el estudio de sus propiedades 
continúa, varias de sus propiedades permiten 
tener por ejemplo las propiedades de la 
distribución normal (ver Azzalini, 2014; 
Arellano-Valle et al., 2018).

La distribución normal-asimétrica de 
Azzalini (1985) contempla un parámetro de 
asimetría/forma: Una variable aleatoria (v.a.) 
Z tiene una distribución normal-asimétrica 
estándar con parámetro de forma λ ϵ ℝ, y 
representaremos por Z ~NA(λ), si su función 
de densidad de probabilidad (fdp) está dada 
por        

φλ(z)=2φ(z)Φ(λz),                    (1)

donde φ(·) y Φ(·) denotan la fdp y la función 
de distribución acumulada de la distribución 
normal estándar (N(0, 1)).  Al asumir  λ= 0 
se tiene como caso especial a la distribución 
N(0,1).  La fdp de la distribución NA(λ) es 
una densidad unimodal que está sesgada a 
la izquierda si  λ< 0, y sesgada a la derecha 
si  λ> 0. La esperanza y la varianza de  
Z ~ NA(λ), están dadas por 

  
 y                

 , 
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respectivamente, donde

  

Figura 1
Fdp de la NA(λ) para λ = 4.

Fuente:Elaboración Propia

Si Z ~NA(λ), entonces la v.a. Y =ξ +ωZ 
tiene una distribución normal-asimétrica con 
parámetros de localización ξ ϵ ℝ, escala ω 
ϵ ℝ+, y forma λ ϵ ℝ, y representaremos por 
Y~NA(ξ, ω,λ). La fdp de Y~NA(ξ, ω,λ) está 
dada por

   
(2)

El siguiente resultado proporciona algunas 
propiedades para la distribución Z~NA(λ).

Si Z~NA(λ), entonces las siguientes 
propiedades son verdaderas: φλ(0) = φ(0) 
para todo λ; −Z~NA(−λ), equivalente 
a φλ(-z) = φ-λ(z) para todo z; y Z2~χ2

(1), 
independientemente de λ.

En la Sección 2, analizamos al estimador 
de momentos del parámetro de asimetría 
de la distribución normal-asimétrica, 
también, en el escenario de una muestra 
aleatoria extraída de una población normal-
asimétrica presentamos la densidad y la 

función generatriz de momentos (fgm) de la 
media muestral. En la Sección 3, se efectúa 
un estudio de simulación para verificar el 
problema de estimación del parámetro de 
asimetría vía el método de momento. La 
Sección 4 ofrece una conclusión.

2. EL ESTIMADOR DE MOMENTO
Cuando Z ~ NA(λ), el estimador de momento 
de λ es la solución de

                     
(3)

donde 

 

es la media muestral, y la solución existe si y 
solamente si 

Chen et al. (2004) incorporan las siguientes 
proposiciones.

Proposición 1. Sea Z1,Z2, . . . ,Zn una 
muestra aleatoria procedente de la NA(λ), 

entonces la fdp de                                       
está dada por

donde Φn(·) denota la fda de la Nn(0, In), In es 
la matriz identidad, y 1 = (1, . . . , 1)T.

Proposición 2. Sea Z1, . . . ,Zn una muestra 
aleatoria procedente de la NA(λ), entonces la 
fgm de  está dada por 
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De las Proposiciones 1 y 2 se observa que 
la distribución de  no es conocida y no es 
fácil de establecer (ver Gupta & Chen, 2003; 
Chen et al., 2004).

Por el Teorema del Límite Central, la 
distribución asintótica de

     
(4)

es N(0, 1). Por lo tanto, cuando el tamaño de 
la muestra n es lo suficientemente grande, 
aunque la distribución exacta de la media 
muestral estandarizada no es una distribución 
normal-asimétrica, su distribución asintótica 
sigue una distribución N(0, 1) (ver Gupta & 
Chen, 2003; Chen et al., 2004).

3. ESTUDIO DE SIMULACIÓN
Basado en J=1000, 5000, 10000      
conjuntos de datos, con los 
valores n=10, 20, 30, 40, 50, 100, 200      
y λ = 1, 2, 3, 4, se estima

.  

Los resultados se muestran en el cuadro 
siguiente. Las figuras siguientes muestran 
el historial de las medias muestrales para            
J = 10000 conjuntos de datos y n = 10, 200, 
donde la banda ploma en el eje vertical inicia 
en -   y termina en 

Los resultados indican que: a) si aumenta el 
tamaño de la muestra disminuye , y b) si 
aumenta parámetro de asimetría aumenta .

Tabla 1. 

Estimación de 

J n \ λ 1 2 3 4
1000 10 0,196 0,352 0,409 0,430

20 0,098 0,279 0,385 0,440
30 0,056 0,264 0,385 0.419
40 0,044 0,229 0,303 0,379
50 0,016 0,206 0,339 0,379

100 0,001 0,108 0,278 0,352
200 0,000 0,047 0,190 0,344

5000 10 0,184 0,350 0,417 0,435
20 0,097 0,287 0,374 0,447
30 0,059 0,250 0,356 0,404
40 0,038 0,209 0,346 0,391
50 0,019 0,194 0,335 0,395

100 0,002 0,117 0,270 0,345
200 0,000 0,047 0,194 0,347

10000 10 0,182 0,349 0,404 0,440
20 0,100 0,290 0,387 0,416
30 0,061 0,255 0,355 0,404
40 0,040 0,222 0,345 0,398
50 0,022 0,196 0,323 0,389

100 0,002 0,117 0,260 0,348
200 0,000 0,049 0,192 0,350

Fuente:Elaboración Propia
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Figura 2. 
Historial de las medias muestrales para 

J = 10000 y n = 10.

Fuente: Elaboración Propia

Figura 3. 
Historial de las medias muestrales para

J = 10000 y n = 200.

Fuente: Elaboración Propia
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4. CONCLUSIÓN
En esta nota hemos analizado una opción 
de estimación del parámetro de asimetría 
de la distribución normal-asimétrica de 
Azzalini (1985), se observa que se tiene 
algunos problemas al estimar el parámetro de 
asimetría en tamaños de muestra moderados. 
Otros problemas de estimación pueden 
revisarse en Pewsey (2000), Monti (2003), 
Liseo & Loperfido (2006), y Sartori (2006). 

Algunas alternativas de estimación se ven 
por ejemplo en Azzalini (2014) y Arellano-
Valle et al. (2018).
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