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RESUMEN

El Teorema Central del Limite es de gran importancia, en el estudio de la Estadistica, para su compresion
ademas de la variedad de problemas practicos, esta la certeza de su convergencia.

Objetivo: Comprender el Teorema Central del Limite, y su convergencia.

Meétodo: Se utilizaran cuadros y grdficos de la distribucion del promedio de variables aleatorias
independientes cada una con distribucion Uniforme en el intervalo (0,1) y comparandola con la
distribucion Normal standard.

Datos: Para este fin se utilizard una particion del intervalo comprendido entre 0y 1, en distancias de
un décimo.

Resultados: Se mostrara la rapida convergencia del promedio de las variables citadas con distribucion
Uniforme hacia una distribucion Normal estandar; para esta comparacion se consideran dos cuadros
que mostraran esta afinidad de forma numérica y posteriormente (para cuando n aumente su valor) se
expondra el grdfico de la distribucion del promedio de variables que completard el panorama.

Palabras clave: Convergencia, distribucion Irwin Hall, ilustracién, Teorema Central del Limite.

ABSTRACT

The Central Limit Theorem is of great importance, in the study of Statistics, for its understanding, in
addition to the variety of practical problems, there is the certainty of its convergence.

Objective: To understand the Central Limit Theorem, and its convergence.

Method: Tables and graphs of the distribution of the average of independent random variables will be
used, each with a Uniform distribution in the interval (0.1) and comparing it with the standard Normal
distribution.

Data: For this purpose, a partition of the interval between 0 and 1, in distances of one tenth, will be
used.

Results: The rapid convergence of the average of the variables mentioned with Uniform distribution
towards a standard Normal distribution will be shown, For this comparison, two tables are considered
that will show this affinity numerically and later (for when n increases its value) the graph of the
distribution of the average of variables will be exposed that will complete the panorama.

Key words: Convergence, Irwin Hall distribution, illustration, Central Limit Theorem.
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I. INTRODUCCION

El proceso de ensefanza aprendizaje de
la Estadistica, amerita reflexionar sobre,
cuan utiles son las segmentaciones de esta
disciplina, traducidas en asignaturas que
marcan contenidos secuenciales y cudles son
las mejores estrategias que deberian utilizar
los docentes para conseguir un aprendizaje
significativo en el colectivo estudiantil.

Una parte sin duda importante, es la
comprension del enunciado tedrico de un
tema, que se realiza a la luz del método
cientifico, utilizando axiomas, lemas,
teoremas, y corolarios cuyas demostraciones
se desarrollan en clase.

Otra parte es el argumento ilustrativo en la
ensefianza para fijar los conocimientos, como
son los cuadros y graficos que sin duda son
elementos que ayudan a este cometido.

El Teorema Central del limite, se desarrolla
haciendo énfasis en una de sus principales
caracteristicas como es su convergencia, la
que muestra a través del comportamiento
de la distribucion del promedio aritmético
de variables aleatorias. El teorema es muy
fuerte en sus aplicaciones dado que ni
siquiera es necesario conocer la distribucién
de las variables. La distribucion Uniforme es
un ejemplo ideal de una distribucion simple y
se puede considerar genérica pues, cada una
de las variables aleatorias con distribucion de
densidad de probabilidades se encuentra en el
intervalo (0,1) a diferencia de la distribucién
Beta que cuya grafica ya muestra una
comparacion con la Normal.

2. PROBLEMA

En estudios realizados por (Johnson, Kotz,
& Balakrishnan, 1995, pag. 296), en el libro
Continuous Univariate Distributions, 1os
autores citan a la distribucion de Irwin Hall,
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para explicar la suma de variables aleatorias
independientes, cada una con distribucion
Uniforme en el intervalo (0,1), que se
constituye en un aporte para la comprension
del Teorema Central del Limite. Otro
aspecto didactico, se puede observar en el
texto denominado Estadistica Informatizada,
(Barrera Ojeda, 2019), que hace referencia
al aprendizaje utilizando  programas
informaticos.

3. OBJETIVO

Comprender el Teorema Central del Limite,
y su convergencia, a través de cuadros y
graficos de la distribucion del promedio de
variables aleatorias independientes cada una
con distribucion Uniforme en el intervalo
(0,1) y comparandola con la distribucion
Normal standard.

4. DESARROLLO

A diferencia del concepto de convergencia
en sucesiones de numeros reales, en las
sucesiones de variables aleatorias se debe
considerar que las imagenes son numeros
reales, pero siendo las variables aleatorias
funciones de un espacio muestral hacia un
conjunto numérico, la diferencia de una
variable genérica X de la sucesion menos
una variable aleatoria X, tanto por exceso
como por defecto que sea menor que un €, es
un suceso que tendria cierta probabilidad de
no ocurrir (Obregdn Sanin, 1977, pag. 247).

Se denomina convergencia en probabilidad
si:

Dadoun €>0 lim P(|X, - X|>¢e)=0 (1)

Se denomina convergencia casi segura si:

P(nm X,,:X)zl )
n—o
La convergencia casi segura, implica
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convergencia en  probabilidad, pero
el reciproco no es cierto. Es decir la
convergencia casi segura es mas fuerte que
la convergencia en probabilidad. La Ley de
los grandes nimeros afirma que si X es una
variable aleatoria cuya media existe, y si X,

X,,..., X son observaciones independientes

— 1 .
de ella, entonces X, = ~3iL, X; converge casi

seguro a E(X), esta version se conoce como
la Ley fuerte de los grandes nimeros, si la
convergencia es en probabilidad se denomina
Ley débil de los grandes nimeros.

El Teorema Central del Limite

El Teorema Central del Limite se enunciara
en su forma general sin la demostracion,
dado que se pretende buscar su comprension.

Sean X, X,,..., X, variables aleatorias no
necesariamente independientes en el supuesto
que las varianzas de las X, sean finitas y que
un numero finito de ellas no predomine sobre
las demas.

Definida por
iz Xi—E(XiL, Xi)
Y — =1 1=1 3
n = T D) ©)

Donde E (.), es el valor esperado y D (.), la
desviacion estandar de la suma de variables
aleatorias.

Y converge en probabilidad a una variable
aleatoria con distribucion Normal estandar.

Expresiones mas restringidas son aquellas
en que la independencia de las variables
aleatorias, y su distribucion comun con
media ¢ y varianza ¢” nos permiten establecer
que la sucesion:

Y — 2?:1 Xi—nu

, = SEt 4)
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Y la mas conocida, de aplicaciones mas
variadas es:

X—p

o= o

%)

Se interpreta que Y, converge en probabilidad
a una variable Normal estandar, esta tltima
afirmacion podria interpretarse como sigue:

Si F (z), es la funcién de distribucion
acumulada del término genérico de la
sucesion de variables y ®(z) es la funcion
de distribucion acumulada de la densidad
Normal estandar, entonces:

. Fp(2)
T}E)I’(l)o o(z) =1

(6)

O equivalentemente:

lim F,(2) = 0(2)

lim F,(z) ~®(2) = 0 7

Es decir, que cuando n crezca mas, las
funciones acumuladas tenderan a ser
iguales, este hecho puede observarse
en el comportamiento del promedio de
distribuciones uniformes, pero ya desde el
promedio de dos variables, se observa esta
convergencia y mas aun con el promedio de
tres o mas variables.

La manera de la aproximacion para una n
finita, depende de las caracteristicas de las
distribuciones originales, pero en general
es sorprendente la aproximacion para una n
pequefia en esta distribucion.

Para mostrar este hecho, hacemos el analisis
del promedio aritmético o media aritmética
de variables aleatorias independientes con
distribucién comun Uniforme en el intervalo
(0,1).

Si se consideran dos variables aleatorias X,
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X, con distribucion Uniforme en el intervalo
(0,1) e independientes, a través del método
de transformacion u otro método, se puede

probar que su promedio z = %(X 1 + X)) sigue
la densidad f{z) y su acumulada es F'(2)

1

4z, 0=z< >
f@) =441 -2), S<z<1 >
0, en otra parte
Con
0, z<0
272, 0<z<1
Fa(2) = 4z —1—2z?, ,l'ﬂ_:z‘(l ®)
1, ’ z=1

Los valores E(Z):Tg y V(2)=ﬁ , se

utilizaran en la estandarizacion de z.

Se recordard que F,(z) es la funcion de
distribucion acumulada exacta del promedio
de dos variables aleatorias independientes con
distribucion uniforme en el intervalo (0,1).

Cuadro No. 1
Comparacion entre distribuciones acumuladas (rn=2)

z | F,z | ®20,50,2041) | Error

0,0000 0,0000 0,0071|  -0,0071
0,1000 0,0200 0,0250|  -0,0050
0,2000 0,0800 0,0708| 0,009
0,3000 0,1800 01635 00165
0,4000 0,3200 03121  0,0079
0,5000 0,5000 0,5000] 0,000
0,6000 0,6800 0,6879| -0,0079
0,7000 0,8200 08365 -0,0165
0,8000 0,9200 0,9292]  -0,0092
0,9000 0,9800 09750  0.0050
1.0000 1,0000 09929  0,0071

Fuente: Elaboracion propia
Claramente el mayor error entre las

distribuciones exacta y normal acumuladas,
apenas excede el orden de los centésimos,
este error es infimo si se consideraran tres
variables con distribucion Uniforme en el
intervalo (0,1) y siendo independientes,
entre si se puede hallar de forma equivalente
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la funcién de densidad del promedio y su
distribucion acumulada como:

L2
=, 0<z<+
2 3
972 4 97, 2 e, 2
f(z) = _271 + 27z 5 _355(3
£22+2_—?—27z, _fg:<1
2 2 3
0, en otra parte
0, z<0
2,2 oL
5Z% 0£1<3
E 27 - 9 1 1 2
F_q(Z): —9ZJ+?Z£—EZ+E, ;£Z<; (9)
1-2(1-2)° S<z<1
1, z=1

Considerando los valores de E(z) = %,
V(Z) = %, D(Z) = ]g’ se realiza:

Cuadro No. 2
Comparacion entre distribuciones acumuladas (n=3)

z | F. (@ |®2050,1667) | Error

0,0000 0,0000 0,0013 -0,0013
0,1000 0,0045 0,0082 -0,0037
0,2000 0,0360 0,0359 0,0001
0,3000 0,1215 0,1151 0,0064
0,4000 0,2840 0,2742 0,0098
0,5000 0,5000 0,5000 0,0000
0,6000 0,7160 0,7258 -0,0098
0,7000 0,8785 0,8849 -0,0064
0,8000 0,9640 0,9641 -0,0001
0,9000 0,9955 0,9918 0,0037
1.0000 1,0000 0,9987 0,0013

Fuente: Elaboracion propia

Del Cuadro No. 2 se obtiene que el maximo
error cometido al tomar la funcién de
distribucion de Z, como normal, es menor
que 0,01, es decir, un error del 1%.

El calculo numérico del error de estimacioén
maximo no es el objetivo de este articulo,
pero es un trabajo que puede lograr para el
lector que quiere profundizar en este tema.

Lo observado anteriormente, conduce a la
afirmacion de que cuanto mas tiende a crecer
n, la aproximacion a la distribucion Normal
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de la distribucion del promedio de variables
aleatorias independientes con distribucion
Uniforme en el intervalo (0,1) es mas visible,
por la interpretacion de los Cuadros No. 1y
2, sin embargo, para interpretar que n crece
grandemente, se hara uso de la distribucion
de Irwin Hall para el promedio de variables
independientes con distribucion Uniforme,
entonces la distribucion del promedio
indicada, se obtiene como:

Siendo: z = i()ﬁ + X, +--  X,), su funcion

de densidad de probabilidad es:

1@ = =350 (7) DIz - 10)

(n—1)!

k+1

Donde *<z<“*  k=012..,(n-1)

n
En el entendido de proseguir con la vision
ilustrativa, se ha desarrollado un programa
en MATLAB que muestra la expresion de la
distribucion exacta y la grafica de la misma,
para su comparacion..

Grifico No. 1
Distribucion de la suma y el promedio para N=2

Distribucion de
la Suma

Z
2-z

Distribucion del
Promedio

4*w
4 - 4w

Fuente: Elaboracion propia.

Grafico No. 2

Distribucion de la suma y el promedio para N=3

Distribucion de la
Suma

7212
-z"2+3%z-3/2
772/2-3%7149/2

Distribucion del
Promedio

27*w™2)/2
2TRWA2A2TRW-9/2
@7*w 2)/2-
2TRWA27/2

Fuente: Elaboracion propia.
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Grifico No. 3
Distribucion de la suma y el promedio para N=5

Distribucion de la Suma

7/'4/24
- ZM/6 + (5%273)/6 - (5%2/2)/4 + (5%2)/6 - 5/24
274/4 - (3%273)/2 + (35%Z 2)--4 - (25%2)/2 + 15524
- 26 + (5%2/73)/2 - (55%2/2)/4 + (65%2)/2 - 655/24
7°4/24 - (5%2°3)/6 + (25%7 2)4 (125%z)/6 + 625/24
2*24 - (5 2%y6 + (25 224

1

05

2:5
Distribucion del Promedio
(3125*w"4)/24
- (3125%wW"4)/6 + (3125%w"3)/6 - (625*wW"2)/4 + (125%w)/6 - 25/24
(3125*w"4)/4 - (3125*w"3)/2 + (4375*w"2)/4 - (625*w)/2 + T75/24
- (3125%wW"4)/6 + (3125%w"3)/2 - (6875*W"2)/4 + (1625%w)/2 - 3275/24
(3125*w"4)/24 - (3125*w"3)/6 + (3125*w"2)/4 - (3125*w)/6 + 3125/24

6

(3125 w'y24 - (3125 w6 +...+ 3125/24

T

01 02 03 04

Fuente: Elaboracion propia.

5. RESULTADOS.

En las Cuadros No. 1 y 2 se puede observar
una columna de errores, que muestran una
diferencia muy pequefia entre las funciones
acumuladas exactas y la distribuciéon Normal,
este andlisis implica que el error absoluto,
paran=2, es casiigual a 0,01, la convergencia
se nota mas cuando para n=3, hacemos la
comparacion y el error es menor que 0,01,
para n mayor se realiza la descripcion de
la funcién de densidad del promedio de n
variables aleatorias, a través de la formula

0.7 08 09 1

de Irwin Hall y haciendo una transformacion
que permite mostrar, la cercania entre la
densidad del promedio con la distribucion
Normal estandar Gréficas No. 1, 2 y 3.

6. DISCUSION

El proceso de ensefanza y aprendizaje en la
universidad tiene una vivencia dia a dia en el
aula que es funcion del contenido cientifico
que el docente pretende que se apropie el
estudiante, en esta tendencia la estrategia
para este fin cambia con mucha frecuencia
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de clase en clase, es asi que esta ilustracion
pretende afirmar el conocimiento que debe
tener el estudiante acerca del Teorema
Central del Limite.

Seguramente hay otras estrategias para
la ensenanza de este teorema y uso de
nuevos recursos, la vision ilustrativa es
una alternativa para la compresion de este
teorema.

7. CONCLUSION

Para la comprension del Teorema Central
del Limite, se mostr6 que la distribucion
exacta del promedio de variables aleatorias
independientes con distribucion Uniforme
en el intervalo (0,1) tiende a la distribucion
Normal estandar, incluso con valores de n
pequefios, como se vio en los Cuadros No. 1
y 2 y en las Gréficas No. 1, 2 y 3.
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